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В рамках концепции задачи коррекции инерциальной навигационной си-
стемы предложены и исследованы модели комплексирования инерциаль-
ной, спутниковой и астроинформации. Приведены результаты числен-
ных экспериментов, характеризующие вычислительную устойчивость 
и эффективность решения задачи в условиях конечной точности изме-

рений.
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Within the framework of inertial navigating system correction problem the 
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1Как известно [1], автономные инерци-
альные навигационные системы (ИНС) пред-
назначены для определения параметров ме-
стоположения и пространственной ориента-
ции подвижных объектов, но неустойчивость 
таких систем является заметным препятстви-
ем для их широкого применения. Получившие 
в настоящее время распространение навига-
1 © Числов К. А., 2012
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ционные спутниковые системы (НСС), напри-
мер, типа ГЛОНАСС, вообще говоря, способ-
ны решать те же задачи, что и ИНС, но для 
решения второй из них (задачи ориентации) 
на борту объекта необходимо создать сеть 
пространственно разнесённых приёмников 
сигналов НСС [2]. Вместе с тем требования к 
сети, обусловливаемые требованиями к точ-
ности и надёжности решения задачи, далеко 
не всегда совместимы с возможностями их 
удовлетворения на подвижном объекте.
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Объединение (интеграция) типа ИНС­
НСС обеих систем в рамках концепции за-
дачи коррекции ИНС при одном приёмнике 
НСС на борту объекта в принципе позволяет, 
как показано в этой статье ниже, устойчиво 
решать обе упомянутые выше навигацион-
ные задачи. Вместе с такой интегрированной 
системой исследуется навигационная систе-
ма более высокой степени интеграции (типа 
ИНС­НСС­АС), включающая в свой состав 
наряду с ИНС и НСС астросистему (АС), 
причём к последней предъявляется в опреде-
лённом смысле минимальное требование –  
обеспечение задачи коррекции ИНС угло-
мерной информацией при наблюдении одной 
звезды. Такое дополнительное комплексиро-
вание навигационной информации в рассма-
триваемом случае, когда задача определения 
места объекта, по существу, может быть каче-
ственно решена НСС, направлено не только 
на улучшение разрешимости задачи навига-
ции в целом, но прежде всего её части, отно-
сящейся к задаче ориентации, качественное и 
надёжное решение которой приобретает осо-
бое значение, если подвижный объект явля-
ется носителем информационных и силовых 
платформ. 

Основные модельные  
представления

Переходя к формальным описаниям, от-
метим, что базовая модель метода инерциаль-
ной навигации (ИНМ) представляется двумя 
группами дифференциальных уравнений – 
динамической (ДГУ) и кинематической (КГУ) 
[1], где первая описывает траекторию, а вто-
рая – эволюцию системы отсчёта, в которой 
траектория рассматривается. Тогда идеализи-
рованная модель обратной задачи, решаемой 
в рамках метода, может быть записана в сле-
дующем общем виде:
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где векторные переменные – q (радиус­век тор 
места носителя), p (удельный импульс, или, 
что то же самое, абсолютная линейная ско-
рость носителя), G (напряженность GE­по ля), 
F (удельная сила негравитационной приро-
ды) – записываются в проекциях на оси вра-
щающейся с абсолютной угловой скоростью 

ω = (ω1, ω2, ω3)
Т правой ортогональной сис­

темы отсчёта 0q = 0q1q2q3 с началом в центре 
масс Земли, осью 0q3, направленной по ра ди­
ус­век тору местоположения носи те ля, и ося­
ми 0q1 и 0q2, направленными соот вет ственно 
на географические Восток и Север; т – сим-
вол транспонирования векторов и матриц; 
A = (Aij) – матрица ориентации при борной си-
стемы отсчёта относительно вы бранной инер-
циальной, 3,1),( =ji  ; z – век тор измерений 
(дополнительных к инер циальным), достав-
ляемых от НСС и астро системы; J(q, p, A) – 
функция связи «сос тояние­измерение»; 

 – опера тор абсолютной произ-
водной;  – ко со симметрическая матрица, 
составленная из компонент вектора ω так, 
что , 3,1),,( =jki ; ikje  – опера-
тор Леви­Чивиты; инерциальные измерения 
значений компонент векторов ω и F выпол-
няются в приборной системе отсчёта с осями, 
параллельными соответствующим осям си-
стемы 0q.

Далее с учётом физических реальностей, 
а это – наличие погрешностей в измерениях, 
в определении начальных значений q0 и p0, а 
также неполнота представлений о GE­поле 
(то есть о векторе G(q, r), r = |q|), осуществим 
переход от уравнений (1) к линейным уравне-
ниям в вариациях. В итоге получим

  (2)

где ν и f – векторы инструментальных по-
грешностей гироскопов и ньютонометров; 
φ, λ и r – соответственно геоцентрические 
ши рота, долгота и радиус места объекта­но­
си теля, вычисляемые ИНС (φИНС, λИНС, rИНС) 
и доставляемые НСС (φНСС, λНСС, rНСС); ,

å , 1,3i i =  , – вектор инструментальных погреш-
ностей НСС­определений; β = (βi), 1,3i =  , – 
вектор по грешностей интегрирования КГУ; 
l = (l1, l2, l3) 

T – орт визирования звезды в проек-
циях на оси приборного координатного трёх-
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гранника;  – инструментальные по-
грешности визирования звезды;  – 
вектор невязок измерений, причём κ = 3 для 
системы ИНС­СНС и κ = 5 для системы ИНС­
НСС­АС; δq и δp – погрешности интегрирова-
ния ДГУ; ' /q = ∂ ∂G G q  и ' /r = ∂ ∂G G r , в част-
ности, при центральности GE­поля (именно 
для этого случая ниже будут представлены 
результаты вычислительного эксперимента) 

 и ; g = G – Gm; 
Gm – модель напряженности GE­поля, учи-
тываемая при интегрировании ДГУ с заме-
щением величины r измеренным значением 
z3 = rНСС = r + ε3; χ(t) – скорость изменения g 
на траектории движения объекта­носителя.

Цель решения задачи (2) – это оценки 
δq*, δp*, β* векторов δq, δp, β и в конечном 
итоге оценки векторов q, p, и матрицы А, об-
разуемые следующим образом: q* = q~  + δq*, 
p* = p~  + δp*, , где q~ , p~  и A~  – 
результаты интегрирования ДГУ и КГУ, или 
модельные значения, Е – единичная матрица.

В модели (2) дополнительного разъясне-
ния требуют два последних уравнения, харак-
теризующие астроинформацию. 

Пусть L – орт направления на звезду в 
инерциальной системе отсчёта, тогда l = AL – 
орт этой же звезды в приборном трёхгранни ке. 
Числовым же образом l в этом трёхграннике 
является вектор , так что мето-
дологическая часть погрешности ви зи рования 
звезды в нём есть ˆâ∆ = − =l l l l

  . Перейдём 
к модели инструментальной погрешности. 
Обозначим через γ1 и γ2 «азимутальный» и 
«высотный» углы положения звезды в при-
борном трёхграннике, а через Δ1 и Δ2 – соот-
ветственно инструментальные погрешности 
измерений этих углов при наблюдении звезды. 
Тогда в (2)  где с учё-
том индексации инструментальных погреш-
ностей НСС можно было бы принять 4,6s =  , 1, 2j = . Вместе с тем, принимая во внимание 
линейную зависимость строк матрицы l , 
можем ограничиться значениями 4,5s =  и 
представить вектор невязок астроизмерений 
в виде Δzs = Δls + εs, 4,5s = , что и отражено в 
модели (2). В общем случае l = l(t), в частном – 
при движении объекта вдоль параллели (в се-
верном полушарии Земли), когда доступна на-
блюдению Полярная звезда l = (0, cos φ, sin φ)T 
(именно для такого случая в этой статье пред-
ставлены вычислительные эксперименты).

Модель (2) представляет собой систему 
уравнений «состояние­измерение»[3], и зада-

ча может быть решена непосредственно, если 
обратиться к методу динамического обраще-
ния, реализовав его, например, с помощью 
алгоритма калмановского типа [4]. Наряду с 
этим, учитывая линейность уравнений, мо-
дель задачи весьма стандартным способом 
может быть приведена к системе линейных 
алгебраических уравнений с некоторым ко-
нечномерным оператором (матрицей) L раз-
мерности κm×n (dim L = κm×n), динамически 
расширяемым по m по мере накопления изме-
рений, и n = dim(δqT, δpT, βT); в этом случае 
решение задачи интерпретируется в рамках 
представлений метода наименьших квадратов 
(МНК/LSM).

Вычислительные эксперименты
Основная цель выполненных экспери-

ментов – верификация корректности матема-
тической постановки задачи в условиях ко-
нечной точности вычислений и измерений; 
достигается она при исследовании на невы-
рожденность матрицы L (её можно отождест-
влять с матрицей наблюдаемости [4]) и при 
непосредственном построении решения с ис-
пользованием алгоритма динамического об-
ращения Калмана [3, 4].

Упоминаемая здесь матрица L имеет 
вид , m – целое число, причём  
m ≥ n; ti = mh; h – шаг дискретизации задачи 
по времени t, dim L = κm×n; Н – матрица связи 
«состояние­измерение», так что δz = Hx + ε, 
dim Н = κ×n; Φ(t0, ti) – фундаментальная ма-
трица решения однородного дифференци-
ального уравнения, соответствующего диф-
ференциальному уравнению в модели (2), 
dim Φ(t0, ti) = n×n.

На рис. 1 приводятся графики (сплош-
ные линии – для систем типа ИНС­НСС­АС, 
прерывистые – для ИНС­НСС) значений 
сингулярных чисел обусловленности μ0, μN 
и μ*, где μ0 и μN – вычисленные при отно-
сительной машинной (компьютерной) точ-
ности вычислений e1 = 2,2·10­16 числа обу-
словленности соответственно исходной (L) 
и нормированной по столбцам (N = LD­1) 
матриц; D = diag(||L1||, ||L2||,…,||Ln||), ||Li|| – 
евклидова норма i­го столбца матрицы L; 

 – кри­
тическое число обусловленности [5].

Условие разрешимости задачи (2) в вы-
числительной среде, а именно: μ* > μ0 и/или 
μ* > μN, что хорошо видно из рис. 1, выпол-
няется для обоих типов систем. Последнее 
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означает сходимость (по m) алгоритмов МНК 
и асимптотическую устойчивость (по t) ал-
горитмов динамического обращения калма-
новского типа. Отметим, что графики рис. 1 
построены для случая движения объекта по 
географической параллели φ = 45° в восточ-
ном направлении с относительной (к Земле) 
скоростью V = 100 м/с, h = 1 с; однако вывод о 
разрешимости задачи сохраняется и для дру-
гих значений φ и V.

В таблице представлены наибольшие 
абсолютные значения погрешностей оценива-
ния соответствующих переменных (где |Δαi| = 
|Δqi|/r, 2,1=i ) за пределами первой 1000 с. ре-
шения задачи для обоих типов систем (верх-
ние строки – для системы ИНС­НСС­АС,  
нижние – для ИНС­НСС) при среднеквад­
ратических значениях компонент погрешно-
стей измерений ε, f, ν, соответственно равных 

, 3,1=i ;   рад,  5,4=i  
, 3,1=i ; , 

3,1=i , и при различных представлениях  
о модели напряженности GE­поля для случаев 
g = |g| = const.

Как видно из результатов вычислитель-
ных экспериментов, имеет место весьма несу-
щественное качественное различие исследо-
ванных двух типов интегрированных систем.

Выполненное исследование указывает 
на достаточно высокую эффективность и пер-
спективность рассмотренных типов интегри-
рованных систем для решения задач построе-
ния информационных и силовых платформ 
для подвижных объектов широкого профиля 
назначения.
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Рис. 1. Графики значений чисел 
обусловленности

Таблица 1

g = 10-5 м/с2 g = 10-4 м/с2 g = 10-3 м/с2

|Δβ1|
7,31·10­8 7,41·10­8 7,42·10­8

4,22·10­7 4,72·10­7 8,91·10­7

|Δβ2|
3,71·10­7 3,80·10­7 7,25·10­7

5,25·10­7 7,62·10­7 9,36·10­7

|Δβ3|
3,68·10­7 3,75·10­7 6,89·10­7

4,27·10­7 4,88·10­7 8,84·10­7

|Δα1|
1,16·10­7 1,16·10­7 1,19·10­7

4,12·10­7 4,69·10­7 8,89·10­7

|Δα2|
3,67·10­7 3,76·10­7 7,24·10­7

5,27·10­7 6,83·10­7 9,43·10­7


