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ЯДЕРНАЯ 
И АЛЬТЕРНАТИВНАЯ 

ЭНЕРГЕТИКА

1 Переходные процессы (ПП) в электри-
ческих цепях (ЭЦ) – специфический режим 
работы ЭЦ, что отражают математические мо-
дели (ММ) процессов, отличающиеся от ММ 
стационарных (установившихся) процессов, а 
также их возможные последствия.

Внимание к переходным процессам так-
же определяет то обстоятельство, что про-
грессирующее применение цифровой элек-
троники делает их элементом нормального 
функционирования устройств наравне со ста-
ционарными режимами, а не эпизодическими 
явлениями при включении или выключении 
(коммутациях), что характерно для аналого-
вых устройств.

1 © Ковель А. А., 2014

Классический метод описания переход-
ных процессов как сумма частного решения 
неоднородного дифференциального уравне-
ния и общего решения однородного уравнения 
зачастую вызывает затруднения при физиче-
ской интерпретации решения, так как понятия 
принужденного и свободного состояний ЭЦ 
– только удобная математическая модель, обе-
спечивающая расчет переходных процессов в 
линейных цепях [1].

Предложенный метод (инженерный) ис-
ходит только из физических процессов в ЭЦ.

Переходный процесс – изменение во 
времени параметров ЭЦ (токов, напряжений, 
зарядов), содержащей реактивные элементы 
(индуктивности, конденсаторы – РЭ, рис. 1), 
при переходе ЭЦ из одного стационарного 
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(установившегося) состояния в другое. На 
схеме эти состояния определяют два положе-
ния ключа (Кл).

Анализ переходных процессов предпо-
лагает определенные начальные условия, то 
есть значения токов и напряжений в ЭЦ при 
t = 0. Если непосредственно перед коммутаци-
ей (замыкание или размыкание Кл) все токи в 
ветвях и напряжения на пассивных элементах 
ЭЦ равны нулю, то имеют место нулевые на-
чальные условия. И токи в ветвях с индуктив-
ными элементами и напряжения на конденса-
торах при переходных процессах начинают 
изменяться с нулевых уровней. При ненуле-
вых условиях – с тех уровней, которые они 
имели непосредственно до коммутации [2].

После коммутации, используя правила 
Кирхгофа, состояние ЭЦ (зависимости между 
токами и напряжениями) описывают диффе-
ренциальными уравнениями первого поряд-
ка [1]:

 

[ ( ) ]
( )

L

L

d E i t R R dt
E i t R L

-
= -

-
  и  

[ ( )] 1
( )

C

C

d E u t dt
E u t R

-
= -

-

при подключении РЭ к источнику E (рис. 1, а, 
где в первом случае РЭ – L, во втором – C).

При отключении РЭ от источника Е 
(рис. 1, б) –

 

( )
( )

L

L

di t R dt
i t L

= -  и  
( ) 1

( )
C

C C

du t dt
u t R

= - .

Результат интегрирования уравнений – 
( ) (1 )

t

L
Ei t e
R

-
τ= -  и ( ) (1 )

t

Cu t E e
-
τ= -  при подклю-

чении и ( )
t

L
Ei t e
R

-
τ=  и ( )

t

Cu t Ee
-
τ=  при отклю-

чении РЭ от источника E (τ – постоянные 
времени RL и RC ветвей, характеризующие 
динамику переходного процесса, равные со-
ответственно 

R
L  и RC).

Обобщая полученные результаты и 
предваряя дальнейшие построения, первый 
и второй результаты обозначены как

 У( ) У(1 )
t

t e
−
τ= Δ −  и У ( ) У ,

t

t e
−
τ= Δ  

 где У и ΔУ – соответственно уровень и прира-
щение уровня параметра (тока, напряжения), 
отражающие возрастающую и убывающую 
экспоненциальные зависимости при нулевых 
начальных условиях (рис. 2, а, б).

Приведенные результаты позволяют пе-
рейти к рассмотрению переходных процессов 
при ненулевых начальных условиях.

В графическом представлении фрагмен-
ты состояний параметров при ненулевых на-
чальных условиях даны на рис. 3, а, б,

а                                                                                  б

Рис. 1. Электрическая цепь

 

 
а                                                                                  б

Рис. 2. Графики приращений параметров при переходных процессах: tк = 0 – момент (начало) 
коммутации, tпп – продолжительность переходного процесса
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Таким образом, если до коммутации 
(tк = 0) уровень параметра (начальный) был 
Ун, а после tк + tпп стал Ук (конечный), то пе-
реходный процесс определяет приращение 
уровня ΔУ:
 У У Ун кΔ = −  
в интервале tпп.

Это обусловлено тем, что процессы в 
ЭЦ, содержащих РЭ (L, C), обусловлены ско-
ростями изменения токов или напряжений 
(di/ dt, du/dt) и не зависят от стационарных на-
чальных уровней. То есть только приращения 
уровней параметров на временном промежут-
ке tпп запускают соответствующие переходные 
процессы.

Это хорошо иллюстрирует операторное 
представление переходного процесса:

 ( ){ } ( ) (0),L f t pF p f•
•′ = -

то есть при наличии исходного уровня 
[Ун = f(0)] он исключается из формирова-
ния переходного процесса, и в обоих слу-
чаях [f(0) = 0 – нулевые начальные условия 
и f(0) ≠ 0 – ненулевые начальные условия] 
его картину определяет только компонента 
pF(p) – производная от f(t).

Это позволяет сформулировать алго-
ритм получения математических моделей 
переходных процессов в ЭЦ при ненулевых 
начальных условиях, именуемый далее инже-
нерным методом:
– применяя правила Кирхгофа (или другие 

методы расчета), определяют уровни пара-
метров стационарных состояний ЭЦ до на-
чала переходного процесса (Ун) и после его 
окончания (Ук);

– сопоставляя полученные уровни, опреде-
ляют приращения (ΔУ) соответствующих 
параметров (токов, напряжений, зарядов);

– один из уровней (Ун или Ук) принимают за 
уровень условного нуля – У(У0), относи-
тельно которого рассматривают развитие 
переходных процессов;

– для отражения хода переходного процесса 
используют математические модели, полу-
ченные при описании переходных процес-
сов для нулевых начальных условий:

У(t) = ΔУ∙ЭМ1 и У(t) = ΔУ∙ЭМ2,

 где ЭМ1 – (1 )
t

e
-
τ- , а ЭМ2 – 

t

e
-
τ  (соответ-

ствующие экспоненциальные множители);
– к полученным результатам добавляют ис-

ключенные уровни условного нуля [У(У0)] 
и получают окончательные математиче-
ские модели соответствующих переходных 
процессов.

Для иллюстрации представлены при-
меры описания переходных процессов в про-
стых ЭЦ, полученные операторным и инже-
нерным методами.

На рис. 4 – традиционное и оператор-
ное представление электрической схемы, со-
держащей источник ЭДС (E), R и L элементы. 
В исходном состоянии (Кл разомкнут) ток, 
протекающий в ветви L, равен R

E
2

.

 а                                                                                  б

Рис. 3. Фрагменты состояния параметров переходных процессов: Ун и Ук – соответственно 
начальный и конечный уровни параметров, отражающие стационарные состояния в ЭЦ до и после 

переходных процессов.

 

Рис. 4. Электрические схемы 
с элементами E, R и L
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При коммутации (замыкание ключа)
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Применение инженерного метода пред-
почтительно начать с графического представ-
ления переходного процесса (рис. 5).

После коммутации (tк = 0) начинается 
переходный процесс с исходного стационар-
ного уровня 0,5EI

R
 = 
 

, который принимают 
за уровень условного нуля

 0
0,5( ) EI у
R

=  . Тогда

 0,5( ) ЭМ1 (1 )
tEi t I e

R
−
τ= Δ ⋅ = −   –

изменение тока относительно условного нуля 
(черта снизу). Окончательный результат:

 0( ) ( ) ( )

0,5 0,5(1 0,5 )

0,5 (1 0,5 ).

t

t t

i t i t I у

E Ee
R R

E E Ee e
R R R

−
τ

− −
τ τ

= + =

= − + =

= − = −

 

Результат соответствует тому, который 
получен операторным методом, но более про-
стыми средствами.

Второй пример (рис. 6).

Исходное состояние – Кл замкнут.

 0( )( )
2 2

E LE
E p LI p RI p
R pL R pL

+
+

= = −
+ +

 

ток после размыкания Кл.
После преобразований, аналогичных 

первому примеру, –

 

( )

0,5 1( )
( )

0,5 0,5 0,5(1 )

0,5 (1 ) .

t t t

t

EI p E
R p p p

E E Ee Ee e
R R R

E e i t
R

•
•

− − −• τ τ τ
•

−
τ

α
= + =

+α +α

= − + = + =

= + =

 

Графическое представление переходно-
го процесса – рис. 7.

На рис. 7: 
R
E  – ток исходного (докомму-

тационного) стационарного уровня; 
R

E5,0  – 
ток конечного (посткоммутационного) уров-
ня, который является уровнем условного нуля; 

I
R

E
∆=

5,0  – изменение тока между двумя ста-
ционарными уровнями за время tпп. Тогда

 0,5( ) ЭМ2
tEi t i e

R
−
τ= Δ ⋅ = ⋅     –

 

Рис. 6. Электрическая схема

 
Рис. 5. Графическое представление 

переходного процесса

 Рис. 7. Графическое представление 
переходного процесса
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ММ переходного процесса относительно ус-
ловного нуля и

 
0

0,5 0,5 0,5( ) ( ) ( ) (1 ).
t tE E Ei t i t i y e e

R R R
− −
τ τ= + = + = +  

 0
0,5 0,5 0,5( ) ( ) ( ) (1 ).

t tE E Ei t i t i y e e
R R R

− −
τ τ= + = + = +  

Оба способа (операторный и инженер-
ный) дают одинаковый результат.

Далее – сравнение классического и ин-
женерного методов. Использован пример из 
[2] – рис. 8.

По условиям – E = 150 В, R = 50 Ом, 
C = 100 мкФ.

Токи, протекающие в ветвях схемы (i1, i2, 
i3) после коммутации, находят в результате ре-
шения дифференциальных уравнений, опи-
сывающих процессы в схеме. Пусть это будут 
уравнения Кирхгофа:

 1 2 3 0,i i i- - =

 1 2 ,i R i R E+ =

 2 3
1 0.i R i dt
C

- =∫
До коммутации

 
1 2(0 ) (0 ) 1( )

3
Ei i А
R− −= = = , 3(0 ) 0i − = , 

2(0 ) (0 ) 1 50 50( ).Cu i R В− −= = ⋅ =  

 После коммутации

 
1 2

150(0 ) (0 ) 1,5( ),
2 100пр пр
Ei i А
R+ += = = =  

2(0 ) (0 ) 1,5 50 75( ).C пр прu i R В+ += = ⋅ =  

 Для t(0+) уравнения Кирхгофа для двух кон-

туров: 1(0 ) (0 ) ,Ci R u E+ ++ =  2
(0 )(0 ) .Cui
R

+
+ =

Так как )0()0( -+ = CC uu  – второе прави-
ло коммутации, то

 
1

(0 ) 150 50(0 ) 2( ),
50

CE ui А
R

−
+

− −
= = =  

2
(0 ) 50(0 ) 1( ).

50
C

пр
ui А
R

−
+ = = =  

 Тогда
 3 1 2(0 ) (0 ) (0 ) 1( ).i i i А+ + += − =  

Свободные составляющие токов и на-
пряжений при t(0+) – разности между полны-
ми и принужденными значениями:

   (0 ) (0 ) (0 ) 50 75 25( );C св C C прu u u В+ + += − = − = −  

1 1 1(0 ) (0 ) (0 ) 2 1,5 0,5( );св прi i i А+ + += − = − =  

2 2 2(0 ) (0 ) (0 ) 1 1,5 0,5( );св прi i i А+ + += − = − = −  

3 3 3(0 ) (0 ) (0 ) 1 0 1( ).св прi i i А+ + += − = − =  

 Так как
 3 ,Ссв

св
dui С
dt

=  то 43
6

1 10 ( ).
100 10

Ссв свdu i В С
dt С −= = =

⋅
 

  
3 ,Ссв
св

dui С
dt

=  то 43
6

1 10 ( ).
100 10

Ссв свdu i В С
dt С −= = =

⋅
 

 Каждый ток – сумма принужденной и 
свободной составляющих – i(0+)св, умножен-

ной на 
t

e
-
τ  –

 
1( ) 1,5 0,5 ( ),

t

i t e А
−
τ= +  2( ) 1,5 0,5 ( ),

t

i t e А
−
τ= −   3( ) ( ),

t

i t e А
−
τ=  ( ) 75 25 ( ).

t

Cu t e В
−
τ= −  

  
1( ) 1,5 0,5 ( ),

t

i t e А
−
τ= +  2( ) 1,5 0,5 ( ),

t

i t e А
−
τ= −   3( ) ( ),

t

i t e А
−
τ=  ( ) 75 25 ( ).

t

Cu t e В
−
τ= −  

 Получение тех же параметров инженер-
ным методом представлено на рис. 9.

На рисунке использованы данные расче-
та классическим методом.
 

2 2( ) ЭМ1 0,5(1 );
t

i t i e
−
τ= Δ ⋅ = −  

2 2 2 0( ) ( ) ( ) 0,5(1 ) 1 1,5 0,5 ( );
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t

C Cu t u e
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3
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t t t
Cdu ti t С C e C e e А
dt RC
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1 2 3( ) ( ) ( ) 1,5 0,5 1,5 0,5 ( ).
t t t
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− − −
τ τ τ= + = − + = +  

 

 
Рис. 8. Электрическая схема
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Оба решения (классическим и инженер-
ным методами) дают одинаковый результат.

Следует отметить, что при определении 
i3(t) значение τ = 0,5RC, так как применение 
метода эквивалентного генератора относи-
тельно нагрузки (C) дает Rвн = 0,5R (оба R ока-
зываются соединенными параллельно).

Сравним анализ процесса, связанного 
с сохранением заряда (второе правило комму-
тации), классическим и операторным метода-
ми [1] (рис. 10).

При начальных UC10 = 100 В, UC20 = 25 В 
и C1 = 1 мкФ, C2 = 2 мкФ, R = 75 Ом необходи-
мо рассчитать напряжение на конденсаторах и 
ток перезаряда после замыкания ключа Кл.

В установившемся режиме ток равен 
нулю, то есть
 1 2 0пр прU U− =  или 

1 2

1 2
.пр прq q

C C
=  

 

 или

 

1 2 0пр прU U− =  или 

1 2

1 2
.пр прq q

C C
=  

 

.

По закону сохранения заряда
 10 20 1 2 ,пр прq q q q+ = +  

где 

10 1 10,Cq CU=  20 2 20 ,Cq C U= −  

1
1 1 10 20 1 1

1 2
( ) ,пр C C пр

Сq CU U CU
С С

= + =
+

 

2
2 1 10 20 2 2

1 2
( ) ,пр C C пр

Сq CU U C U
С С

= + =
+

 

1 10 2 20
1 2

1 2
50( ).C C

пр пр
СU С UU U В

С С
+

= = =
+

 

 

где
 

10 20 1 2 ,пр прq q q q+ = +  

где 

10 1 10,Cq CU=  20 2 20 ,Cq C U= −  

1
1 1 10 20 1 1

1 2
( ) ,пр C C пр

Сq CU U CU
С С

= + =
+

 

2
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Сq CU U C U
С С

= + =
+
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СU С UU U В

С С
+

= = =
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10 20 1 2 ,пр прq q q q+ = +  

где 

10 1 10,Cq CU=  20 2 20 ,Cq C U= −  

1
1 1 10 20 1 1
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Сq CU U CU
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= + =
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= + =
+

 

1 10 2 20
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пр пр
СU С UU U В

С С
+
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 Тогда
 

1 1 .
t

прU U Ae
−
τ= +  

По второму закону коммутации U1(0+) = UC10, поэтому 

AU +=+ 50)0(1    и  

)(5050)0(1 ВUA =−= +  и 

1( ) 50 50 .
t

U t e
−
τ= +  

Аналогично 

2( ) 50 25 ( ),
t

U t e В
−
τ= −   

а 

1 2
1 2( ) ( ),

tdu dui t С C e А
dt dt

−
τ= = − = −  

где 1 2

1 2
,экв

C CRС R
C C

τ = =
+

 

 

По второму закону коммутации U1(0+) = UC10, 
поэтому
 

1 1 .
t

прU U Ae
−
τ= +  

По второму закону коммутации U1(0+) = UC10, поэтому 

AU +=+ 50)0(1    и  

)(5050)0(1 ВUA =−= +  и 

1( ) 50 50 .
t

U t e
−
τ= +  

Аналогично 

2( ) 50 25 ( ),
t

U t e В
−
τ= −   

а 

1 2
1 2( ) ( ),

tdu dui t С C e А
dt dt

−
τ= = − = −  

где 1 2

1 2
,экв

C CRС R
C C

τ = =
+

 

 

и

 

1 1 .
t

прU U Ae
−
τ= +  

По второму закону коммутации U1(0+) = UC10, поэтому 

AU +=+ 50)0(1    и  

)(5050)0(1 ВUA =−= +  и 

1( ) 50 50 .
t

U t e
−
τ= +  

Аналогично 

2( ) 50 25 ( ),
t

U t e В
−
τ= −   

а 

1 2
1 2( ) ( ),

tdu dui t С C e А
dt dt

−
τ= = − = −  

где 1 2

1 2
,экв

C CRС R
C C

τ = =
+

 

 

и

 

1 1 .
t

прU U Ae
−
τ= +  

По второму закону коммутации U1(0+) = UC10, поэтому 

AU +=+ 50)0(1    и  

)(5050)0(1 ВUA =−= +  и 

1( ) 50 50 .
t

U t e
−
τ= +  

Аналогично 

2( ) 50 25 ( ),
t

U t e В
−
τ= −   

а 

1 2
1 2( ) ( ),

tdu dui t С C e А
dt dt

−
τ= = − = −  

где 1 2

1 2
,экв

C CRС R
C C

τ = =
+

 

 

Аналогично
 

1 1 .
t

прU U Ae
−
τ= +  

По второму закону коммутации U1(0+) = UC10, поэтому 

AU +=+ 50)0(1    и  

)(5050)0(1 ВUA =−= +  и 

1( ) 50 50 .
t

U t e
−
τ= +  

Аналогично 

2( ) 50 25 ( ),
t

U t e В
−
τ= −   

а 

1 2
1 2( ) ( ),

tdu dui t С C e А
dt dt

−
τ= = − = −  

где 1 2

1 2
,экв

C CRС R
C C

τ = =
+

 

 

а
 

1 1 .
t

прU U Ae
−
τ= +  

По второму закону коммутации U1(0+) = UC10, поэтому 

AU +=+ 50)0(1    и  

)(5050)0(1 ВUA =−= +  и 

1( ) 50 50 .
t

U t e
−
τ= +  

Аналогично 

2( ) 50 25 ( ),
t

U t e В
−
τ= −   

а 

1 2
1 2( ) ( ),

tdu dui t С C e А
dt dt

−
τ= = − = −  

где 1 2

1 2
,экв

C CRС R
C C

τ = =
+

 

 

где 

1 1 .
t

прU U Ae
−
τ= +  

По второму закону коммутации U1(0+) = UC10, поэтому 

AU +=+ 50)0(1    и  

)(5050)0(1 ВUA =−= +  и 

1( ) 50 50 .
t

U t e
−
τ= +  

Аналогично 

2( ) 50 25 ( ),
t

U t e В
−
τ= −   

а 

1 2
1 2( ) ( ),

tdu dui t С C e А
dt dt

−
τ= = − = −  

где 1 2

1 2
,экв

C CRС R
C C

τ = =
+

 

 так как конденсаторы оказываются включен-
ными последовательно.

Расчет инженерным методом (рис. 11).

 
Рис. 10. Схема для сравнения методов

 
Рис. 11. Для расчета инженерным 

методом

 
а                                                                                  б

Рис. 9. Графическое представление переходного процесса
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Оперативный метод анализа переходных процессов в электрических цепях

Показано, что инженерный метод дает те
же результаты, что и традиционные методы,
но гораздо оперативнее и «меньшей кровью».

Большой опыт применения традицион-
ных методов показал их широкие возможно-
сти, и эти возможности, требующие высокой
квалификации специалистов, незаменимы
при глубоком изучении «тонких» деталей при
исследовании различных процессов в ЭЦ.
Когда же речь идет о получении оперативных
результатов, оперативном построении матема-
тических моделей переходных процессов при
экспериментальной отработке, регулировке
и испытаниях электронных и электрических
устройств, инженерный метод является очень
продуктивным.
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После замыкания Кл и завершения пере-
ходного процесса на обоих конденсаторах уста-
новится одинаковое напряжение Uу (рис. 11),
относительно которого устанавливают прира-
щения напряжений (±ΔU) на каждом конден-
саторе после их перезаряда.

По закону сохранения заряда
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