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Сосуды высокого давления, в том числе сферические баки, используются в аэрокосми-
ческой технике. Если не допускаются большие деформации, тогда для решения вопроса 
обеспечения прочности конструкции применяется уравнение равновесия Лапласа с при-
ложением нормативных коэффициентов запаса по назначению. Составлено уравнение 
равновесия сферической оболочки по деформированной схеме, то есть с учетом величи-
ны прогиба, на которую увеличивается первоначальный радиус оболочки от действия 
давления. Неизвестными параметрами здесь являются прогиб и внутреннее мембран-
ное усилие, возникающее в оболочке. Считается, что первоначальный объем матери-
ала оболочки при ее деформировании не изменяется, так что толщина есть величина 
переменная. Учет этих параметров преобразует уравнение равновесия в нелинейное 
уравнение, связывающее прогиб и величину внутреннего давления. Постоянными па-
раметрами в это уравнение входят первоначальный радиус, исходный объем матери-
ала оболочки и модуль Юнга. В примере деформирования шара рассмотрена взаимо- 
связь прогиба с внутренним давлением, внутренним объемом, напряжением и толщиной 
стенки при условии несжимаемости материала. Приведены графики увеличения вну-
треннего объема шара, уменьшения толщины стенки, увеличения напряжения и изме-
нения внутреннего усилия. Вывод, что в шаровой тонкой оболочке так связаны между 
собой внутреннее давление, прогиб, внутренний объем и толщина стенки, что давление 
увеличивается до определенного значения, затем оно начинает уменьшаться, привел 

к экспериментам с сообщающими сосудами – воздушными  шариками.
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Введение

Сосуды высокого давления, в том числе и 
сферические баки, используются в аэрокосмиче-
ской технике, также имеют широкое применение 
в  быту. Если не допускаются большие деформа-
ции, тогда для решения вопроса обеспечения 
прочности конструкции применяется уравнение 
равновесия Лапласа [1] с приложением норматив-
ных коэффициентов запаса в соответствии с на-
значением. Для тонкостенных сосудов давления, 
изготовленных из композиционных материалов, 
резины или иных каучуковых материалов, вопро-
сы деформирования от действия давления, в том 
числе и от изменения давления при стыковке сосу-
дов, в литературе по строительной механике при-
водятся недостаточно [2–3].

Формулировка задачи. Рассмотрим модель 
деформирования сферической оболочки. Пусть 
срединная поверхность оболочки имеет первона-

чальный радиус R0. От действия давления q перво-
начальный радиус оболочки увеличивается на ве-
личину w, которую назовем прогибом. Составим 
уравнение равновесия по деформированной схеме, 
из которого вычислим внутреннее мембранное 
усилие
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2

q R w
N

+
= 	 (1)

Положим упругое деформирование матери-
ала в рамках закона Гука [4]:

	 σ = Eε,	 (2)
где E – модуль Юнга; ε – относительная про-
дольная деформация оболочки [4],
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Допуская равномерное распределение на-
пряжения σ по толщине t, имеем

	 N = σt.	 (4)
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Объем материала оболочки вычислим по 
формуле 

	 2
0 04 .mV R t= π 	  (5)

Здесь t0 – начальная толщина.
Учитывая, что объем материала Vm оболочки 

при ее деформировании не изменяется, толщина t 
будет величиной переменной,
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Подставив соотношения (2)–(6) в уравнение 
(1), получим нелинейное уравнение, связывающее 
нагрузку и прогиб:
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Решение. Рассмотрим оболочку в виде шара 
с начальным радиусом R0 = 0,1 м и начальной тол-
щиной t0  = 10–3 м. Материал примем из группы 
каучуковых, имеющих Е = 1 МПа. Примем вну-
треннее давление q = 2000 Па. Для этих данных 
на рис.  1 покажем графическое решение уравне-
ния (7). Из рисунка видим, что одной и той же на-
грузке соответствуют три корня, из которых от-
рицательное значение отбрасываем. Принимаем 
во внимание два прогиба, равные w = 1,5·10–2 м и 
w = 14·10–2 м.

Рассмотрим взаимосвязь прогиба с внутрен-
ним давлением, внутренним объемом шарового 
баллона, напряжением и толщиной стенки при ус-
ловии несжимаемости материала. 

Выразив из уравнения (7) давление, полу-
чим
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Тогда из условия dq/dw = 0 получим значе-
ние максимального давления 3

02 / 27 .mq EV R= π  
Максимальное давление соответствует прогибу 
w*  = R0/2. Изобразим функцию изменения дав-
ления (8) в области 0 ≤ w ≤ 0,5 м  на рис. 2, где 
максимальное давление q = 3000 Па, а прогиб 
w* = 5·10–2 м. Из графика видно, что одной и той 
же нагрузке q соответствуют два значения проги-
ба, кроме точки *w .

Приведем еще четыре графика на рис. 3: 
–	 увеличение внутреннего объема оболочки 

V = 4π(R0 + w)3/3 (рис. 3, а); 
–	 уменьшение толщины t = Vm / 4π(R0 + w)2 

(рис. 3, б); 
–	 изменение напряжения (рис. 3, в), вычисляемо-

го по формулам (2) и (3); 
–	 изменение внутреннего усилия, найденного по 

формуле (4) (рис. 3, г).
Заметим, что напряжения в области 

0 ≤ w ≤ 0,5 м не превышают значения 5 МПа, что не 
превосходит предела прочности резины 13–14 МПа.

Анализ решений. Рассмотрим соединяю-
щиеся шаровые сосуды давления (рис. 4).

1. Надуем два одинаковых шарика разны-
ми давлениями qа и qb, но не превышающими 
давления qmax (рис. 1). Затем шарики соединим. 
Давления в шариках выравниваются, и шарики 
приобретают одинаковый радиус.

2. Если первый шарик надуть давлением 
qc < qmax в области w < w* (рис. 1), а второй надуть 
давлением qd < qmax в области w < w* (пусть qc > qd), 
тогда при выравнивании давления шарик меньше-
го диаметра раздувает шарик большего диаметра.

3. Вновь одинаковые шарики надуем давле-
ниями qe и qf (рис. 1), превышающими qmax, но раз-
ными (qe > qf). Шарик меньшего диаметра умень-
шается, накачивая шарик большой.

Физические эксперименты по взаимодей-
ствию сообщающихся сосудов давления – воз-
душных шариков проведены в [5]. На рис. 4 пред-
ставлены фотографии примера раздувания шарика 
большего диаметра шариком, который изначально 
имел меньший диаметр, но большее давление.

Рис. 2. График, связывающий давление 
и прогиб

Рис. 1. График невязки нелинейного 
уравнения
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Заключение

В шаровой оболочке внутреннее давление, 
прогиб, внутренний объем и толщина стенки 
так связаны между собой, что давление увели-
чивается до определенного значения, затем оно 

			   а					     б
Рис. 4. Фотографии раздувания шарика большего диаметра шариком, который изначально имел 

меньший диаметр, но большее давление

			   в					     г

			   а					     б

Рис. 3. Графики, характеризующие изменения переменных параметров шара: а – увеличение 
внутреннего объема; б – уменьшение толщины; в – изменение напряжения; г – изменение 

внутреннего усилия

начинает уменьшаться. Одному и тому же дав-
лению соответствуют два деформированных со-
стояния.

Вопросы деформирования тонкостенных 
оболочек, допускающих существенные прогибы, 
требуют изучения.
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NONLINEAR DEFORMATION OF A THIN SPHERICAL SHELL 
UNDER PRESSURE

R. A. Sabirov
Reshetnev Siberian State Aerospace University, Krasnoyarsk, Russian Federation

Pressure vessels, including spherical tanks, used in aerospace technology. If not allowed large deformation, 
then to resolve the issue ensure the integrity of the design is the balance equation of Laplace with the 
regulatory application of safety factors on purpose. The equations of equilibrium of a spherical shell on the 
deformed scheme, i.e. taking into account the magnitude of deflection, which increases the initial radius 
of the shell from the action of pressure. The unknown parameters are the bending and membrane internal 
stress occurring in the shell. It is believed that the initial amount of shell material during its deformation 
does not change, so the thickness is a variable. Consideration of these parameters transforms the equation 
of equilibrium in a nonlinear equation linking the deflection and the magnitude of internal pressure. 
Constant parameters in this equation include the initial radius, the initial volume of the shell material 
and the Young's modulus. An example of the deformation of the ball, which examined the relationship 
of the deflection on the internal pressure, internal volume, pressure and wall thickness assuming 
incompressibility of the material. Graphs of increase in the internal volume of the balloon, reducing the 
wall thickness, increase the voltage and change of internal stress. The conclusion is that in the ball thin shell, 
connected the internal pressure, deflection, internal volume and wall thickness, the pressure increases to a 
certain value, then it starts to decrease, has led to experimentation with communicating vessels – balloons.

Key words: calculation of the stress and deformations, large displacements, the pressure in the balloon.
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