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В работе рассмотрены алгоритмы управления и определения состояния космического 
аппарата с двумя нежесткими элементами. Один элемент представляет собой ан-
тенну, жестко закрепленную на корпусе аппарата. Антенна является значительным 
возмущающим фактором в движении космического аппарата, имея размер, в несколь-
ко раз превышающий размер корпуса аппарата, и обладая низкими собственными 
частотами колебаний. Второй элемент – солнечная панель. Аппарат находится на 
геостационарной орбите. Солнечная панель закреплена с помощью одностепенного 
шарнира и вращается с постоянной скоростью, обеспечивая ориентацию на Солнце. 
Управление и определение движения космического аппарата производятся только с 
помощью датчиков и актюаторов, установленных на его корпусе. Предполагается, 
что декремент затухания собственных колебаний нежестких элементов является 
нулевым. В работе приводятся алгоритмы управления, позволяющие стабилизиро-
вать всю конструкцию и обеспечить требуемую ориентацию корпуса космического 
аппарата или, как минимум, не увеличить амплитуды собственных колебаний не-
жестких элементов в процессе ориентации корпуса. Рассматривается различное 
количество собственных мод колебаний. Угловое движение корпуса и колебательное 
движение нежестких элементов конструкции определяются с использованием дина-

мической фильтрации в режиме реального времени.
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РАКЕТНО-КОСМИЧЕСКАЯ ТЕХНИКА

Введение

Космические аппараты с нежесткими эле-
ментами конструкции (КА с НЭК) используются 
для решения множества прикладных задач. К та-
ким КА относятся телекоммуникационные аппа-
раты с антеннами большого размера, аппараты 
исследования дальнего космоса с солнечным па-
русом, аппараты с роботизированными манипу-
ляторами и выносными штангами. Из-за большой 
протяженности нежестких элементов, которые 
зачастую изготавливаются из легких материалов, 
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в ходе орбитального и углового маневрирования 
КА в их конструкции неизбежно возникают ви-
брации, способные не только ухудшать точность 
ориентации всего аппарата, но даже привести 
к неустойчивости требуемых режимов движе-
ния [1; 2]. Для гашения низкочастотных колеба-
ний в нежестком элементе желательна установка 
демпфирующих устройств. Обычно для этого ис-
пользуются пьезоэлектрические устройства, кре-
пящиеся на нежесткий элемент. Однако наиболь-
ший практический интерес представляет задача, 
когда управление КА осуществляется только при 
помощи устройств, расположенных на основном 
теле КА [3].

Задача управления КА с НЭК, как правило, 
решается на основе стандартных подходов (на-
пример, пропорционально-дифференциальный 
(ПД) или пропорционально-интегрально-диффе-
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ренциальный регуляторы, линейно-квадратичный 
регулятор (ЛКР), робастное управление и др.), но 
с учетом особенностей динамических моделей КА 
с нежесткими элементами. Эти особенности мо-
гут быть учтены либо при синтезе закона управ-
ления, либо при оценке точностей стабилизации, 
но, как правило, рассматриваются оба варианта. 
Один из наиболее распространенных подходов 
при синтезе закона стабилизации – не учитывать 
нежесткость конструкции и формировать закон 
на основе динамики твердого тела. Такой подход 
рассматривается, например, в [4]. Здесь предла-
гается использовать закон на основе линейного 
ПД-регулятора с гироскопическим слагаемым. 
В работе [5] используется ПИД-регулятор. В ра-
боте [6] рассматриваются вопросы устойчивости 
и показано, что если система была устойчива как 
твердое тело, то наличие гибкости не может сде-
лать ее неустойчивой. В [7] управление строится 
на основе линейно-квадратичного регулятора. 
Рассматривается движение аппарата со 122-ме-
тровой антенной на геостационарной орбите в 
окрестности положения, когда антенна направ-
лена в надир. В [8] управление ориентацией осу-
ществляется с помощью алгоритма на основе 
скользящего режима, а демпфирование колебаний 
осуществляется с помощью пьезоэлектрических 
устройств. Работа [9] посвящена синтезу робаст-
ного управления, которое реализуется с помощью 
двигателей-маховиков. Каждый из указанных 
подходов может применяться как к управлению 
только ориентацией основного тела, так и в связке 
с актюаторами, расположенными непосредствен-
но на гибких элементах конструкции. Как прави-
ло, внешние возмущения не включаются в контур 
управления и рассмотренные алгоритмы управле-
ния обладают достаточной грубостью по отноше-
нию к внешним возмущениям. В работах [10; 11] 
приведен подход к анализу качества работы си-
стемы стабилизации при наличии возмущений. 
В [12] проведено исследование влияния внешних 
возмущений на точность стабилизации космиче-
ского шаттла с антенной, выдвинутой на длинной 
штанге. 

В работе, в первую очередь, решается за-
дача определения состояния КА с НЭК. В част-
ности, необходимо определять текущую ори-
ентацию и скорость КА и элементов НЭК для 
адекватного формирования управляющих воз-
действий. Задача определения движения решает-
ся с использованием динамической фильтрации. 
В качестве измерительной информации исполь-
зуются показания звездного датчика и датчика 
угловой скорости (ДУС). Управление КА с НЭК 
осуществляется с помощью двигателей-махови-
ков. Управление строится на основе линейно-ква-
дратичного регулятора и его модификации – ре-
дуцированного ЛКР.

1. Математическая модель 
движения КА с солнечной 
панелью и антенной

Рассматривается космический аппарат, ко-
торый состоит из корпуса – твердого тела и двух 
нежестких элементов – солнечной панели, при-
крепленной к корпусу с помощью одностепен-
ного шарнира, и антенны, закрепленной жестко 
(рис. 1).

На рис. 1 rpi, rai – радиус-векторы i-х точек 
панели и антенны относительно связанной с этим 
телом системы координат, начало которых помеще-
но в точки, указанные на рис. 1; ui – смещения i-х 
точек тела, вызванные упругими деформациями.

Уравнения движения выводятся с помо-
щью методики, описанной в работах [13–15]. 
Уравнения относительно абсолютной угловой ско-
рости ω, амплитуд колебаний антенны и панели qa 
и qp имеют вид:

(1)

Здесь матрица S – положительно определен-
ная симметричная матрица, зависящая от пара-
метров и фазовых переменных [15], Ts – главный 
момент всех сил, действующих на космический 
аппарат относительно центра масс корпуса (сюда 
входит и управляющий момент), Js – тензор инер-
ции аппарата, члены Nωa, Nωp, Na, Np – величины, 
зависящие нелинейно от параметров и фазовых 
переменных, а fωa, fωp, fa, fp определяются сила-
ми, действующими на аппарат. Эти уравнения до-
полняются кинематическими соотношениями для 
кватерниона ориентации:

 Рис. 1. Общая схема КА с НЭК
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Сюда не входит уравнение для перемен-
ной, задающей угловое положение панели, так 
как полагается, что поворот этого элемента зада-
ется независимо. Описанная нелинейная модель 
используется для проведения моделирования. 
Управление строится на основе линеаризованной 
в окрестности требуемого положения модели:

(2)

    
               

      

Рассматриваются два источника возмуще-
ний: гравитационный момент и постоянный мо-
мент величиной 8∙10–4 Н∙м, отражающий работу 
двигателя малой тяги и момент сил солнечного 
давления.

2. Алгоритмы управления КА 
с НЭК

В работе используются алгоритмы из класса 
линейно-квадратичных. Они обеспечивают асим-
птотическую устойчивость требуемых движений 
и при этом позволяют ограничивать управление 
подбором коэффициентов. Управление строится 
на основе линеаризованной невозмущенной моде-
ли. Заметим, что рассматривается задача ориента-
ции КА с НЭК после стабилизации. То есть, угло-
вые скорости корпуса КА и отклонения нежестких 
элементов находятся в линейном приближении. 
Нелинейными являются углы ориентации (ком-
поненты кватерниона). Гравитационный момент 
при формировании управления не учитывается, 
поскольку рассматривается движение КА на гео-
стационарной орбите.

Линейно-квадратичный регулятор миними-
зирует функционал вида:

              

Алгоритм одновременно позволяет мини-
мизировать как вектор состояния x (отклонение 
от требуемой ориентации), так и вектор управле-
ния u. Положительно определенные весовые ма-
трицы Q и R являются параметрами алгоритма. В 
этом случае управление задается выражением:

                        (3)
где P – решение матричного уравнения Риккати:

         
Алгоритм (3) обеспечивает не только асим-

птотическую устойчивость нулевого положения 
равновесия с учетом колебательных координат, 
но и позволяет ограничить управление за счет 
выбора матрицы R. Главный недостаток метода 
– требование линейного приближения, то есть ал-
горитм эффективно работает только с линейной 
системой. Однако, в случае рассматриваемой си-
стемы это допустимо, так как полагается, что на-
чальная угловая скорость мала и динамические 
уравнения (1) фактически линейные.

Линейно-квадратичное управление предпо-
лагает знание амплитуд колебаний, что не всегда 
возможно. По этой причине также рассматривает-
ся модификация ЛКР. Система (1) может быть за-
писана в виде [16; 17]:

(4)

где переменная y задает ориентацию корпуса, 
переменная z характеризует колебания НЭК. 
Квадратичный функционал алгоритма ЛКР пере-
пишется в виде:

         

Вид уравнений (4) позволяет построить 
управление так, чтобы не возбуждать моды коле-
баний. Для этого достаточно потребовать:

           
При выполнении этого условия уравнения 

принимают вид:

       
а в функционал добавится слагаемое, которое от-
вечает за минимизацию воздействия на моды ко-
лебаний (второе слагаемое во второй части):
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Вводя обозначения:
                                               

получаем редуцированный алгоритм ЛКР:
       

где P – решение уравнения Риккати:

При постоянных матрицах системы Aω и 
управления Bx уравнение Риккати достаточно ре-
шить один раз. Если же матрицы меняются ква-
зистационарно, как в рассматриваемом случае, то 
можно иметь несколько значений матрицы P для 
разных углов поворота панели.

3. Определение состояния КА 
и НЭК на орбите

Для оценки состояния в режиме реального 
времени используются звездный датчик и ДУС. 
Обработка их данных в режиме реального време-
ни проводится с помощью расширенного фильтра 
Калмана, который дает наилучшую оценку век-
тора состояния по среднеквадратическому крите-
рию [18; 19]. Фильтр Калмана можно использовать 
для работы с нелинейными моделями как самой 
динамической системы, так и измерений. Частота 
получения измерений равна 4 Гц. Ошибки изме-
рений моделируются в виде несмещенной нор-
мально распределенной случайной величины со 
среднеквадратическими отклонениями для звезд-
ного датчика и ДУСа: σλ=2∙10–5 и σω=1∙10–4 град/с, 
соответственно.

Полагается, что в модели движения присут-
ствуют возмущения, т.е. модель движения не точ-
ная. Пусть возмущения действуют как на корпус 
аппарата, так и на НЭК. В качестве модели возму-
щений используется случайная нормально распре-
деленная несмещенная величина со следующими 
среднеквадратическими отклонениями:

где      – среднеквадратическое отклонение воз-
мущения, действующего на корпус аппарата, 
а      – среднеквадратическое отклонение, дей-
ствующее на НЭК.

Стоит отметить, что при проведении чис-
ленного исследования количество оцениваемых 
мод колебаний неизбежно ограничено. По объ-
ективным причинам динамика системы с учетом 
большого числа мод не может быть реализована 
на бортовом компьютере КА, поэтому во внима-
ние принимаются только старшие моды, имеющие 
наибольшее влияние на движение корпуса КА и 
обладающие, как правило, низким естественным 
декрементом затухания. Влияние более высокоча-
стотных мод на движение КА с НЭК можно при-

нять за возмущения, однако такой подход увели-
чит ошибки оценок вектора состояния. С другой 
стороны, уменьшение размерности оцениваемого 
вектора состояния уменьшит вычислительные за-
траты для бортового компьютера КА. При этом 
оказывается, что добавление дополнительных 
средств определения состояния НЭК, например, 
камеры, не обязательно положительно сказывает-
ся на общей точности определения состояния КА 
с НЭК. Это связано с тем, что наблюдения НЭК 
дают результат для полной модели с «бесконеч-
ным» числом мод. В алгоритме определения, од-
нако, учитывается лишь несколько старших мод. 
В результате алгоритм пытается приписать ви-
димые отклонения НЭК лишь имеющимся в его 
распоряжении модам, создавая при этом дополни-
тельную ошибку.

4. Моделирование работы 
замкнутого контура управления 
КА с НЭК

Совместное моделирование алгоритмов 
управления и определения состояния проводилось 
для алгоритма управления ЛКР. Для редуцирован-
ного ЛКР измерения звездного датчика и ДУСа 
использовались напрямую. Условия для модели-
рования задавались следующими:

Численное интегрирование проводилось с 
шагом 1/8 секунды.

Линейно-квадратичное управление
Как было сказано ранее, закон управле-

ния (3) требует определения как ориентации кор-
пуса аппарата, так и амплитуды мод колебаний. 
Для решения этой задачи используется фильтр 
Калмана. При этом проводится моделирование 
замкнутого контура управления в случае, когда 
число мод в модели системы равно na = 7, np = 2, 
тогда как при оценке в фильтре Калмана подраз-
умевается na = 5, np = 1. То есть, рассмотрен слу-
чай частичного знания мод колебаний, причем для 
панели, более жесткой, учитывается лишь одна 
главная мода колебаний. Результаты моделирова-
ния приведены на рис. 2–4.

На рис. 2 представлены три компоненты 
векторной части кватерниона ориентации корпуса 
космического аппарата. В правой верхней части 
для компоненты q3 можно более подробно видеть 
точность конечной стабилизации (около 10–5 по 
векторной части кватерниона, то есть 4 угловые 
секунды) и точность показаний звездного датчика. 
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Ниже представлена ошибка оценки кватерниона 
с помощью фильтра Калмана. Видно, что его ис-
пользование позволяет снизить ошибку примерно 
в десять раз. Однако, показания звездного датчика 
достаточно точны для того, чтобы использовать их 
напрямую без обработки, что и делается при по-
строении редуцированного ЛКР.

Точность стабилизации достигает 3∙10–5 с–1 
по угловой скорости. Подробнее можно видеть 
точность показаний ДУСа.

На рис. 4 и 5 видно, что полное демпфиро-
вание собственных колебаний антенны и панели 
занимает длительное время, но в целом система 
ориентации справляется с поставленной задачей. 
Интересно заметить, что определение состояния 
панели и антенны, подробно изображенное на 
рис. 4 и 5 для одной из мод, имеет достаточно вы-
сокую точность.

Важным результатом является ограничение 
управляющего момента. Алгоритм управления 
включается только после достижения заданного 
интервала ошибок оценок фильтра Калмана, а коэф-
фициенты управления выбираются с помощью ите-
ративной процедуры в зависимости от начальных 
условий. При этом меняется только матрица R: при 
превышении допустимого управления ее диагональ-
ные элементы увеличиваются в 10 раз. За счет этого 
достигается ограничение на величину управляюще-
го воздействия двигателей-маховиков 0,4 Н∙м.

Редуцированное линейно-квадратичное 
управление

Опираясь на рис. 2, для редуцированно-
го ЛКР будем напрямую использовать показания 
звездного датчика и ДУСа. Результаты модели-
рования представлены на рис. 6–8 для аппарата, 
имеющего 7 мод колебаний антенны и 2 моды ко-
лебаний панели (имеется информация о 5 и 1 моде 
соответственно).

Сравнение рис. 2 и 6 показывает, что отно-
сительно классического ЛКР значительно ухудша-
ется быстродействие. Точность конечной стабили-
зации также велика и составляет 2,5∙10–4 по одной 
из компонент. Заметим, что точность стабилиза-
ции можно было бы улучшить. Ошибка вызвана, 
в первую очередь, постоянным возмущающим 
моментом, в данном случае действующим по од-
ной оси (именно по этой оси ошибка ориентации 
больше). При этом в моделировании изменяется 
величина элементов весовой матрицы, отражаю-
щая штраф за ошибку ориентации. В начале их ве-
личина снижена, чтобы обеспечить ограничение 

 
Рис. 2. Кватернион ориентации корпуса

 
Рис. 3. Угловая скорость корпуса

 
Рис. 4. Моды колебаний антенны

 
Рис. 5. Моды колебаний панели
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на величину управляющего момента, затем, после 
обеспечения стабилизации аппарата и мод колеба-
ний, вклад ошибки ориентации в функционал уве-
личивается для достижения требуемой ориентации 
с высокой точностью.

Сравнение рис. 4 и 7 показывает, что успо-
коение колебаний антенны происходит медленнее 
при использовании редуцированного ЛКР. То же 
относится к рис. 5 и 8, показывающим успокоение 
колебаний панели. В целом задача стабилизации 
решается редуцированным ЛКР, но производитель-
ность его хуже. Важным достоинством этого под-
хода является значительное уменьшение вычисли-
тельной сложности по сравнению с обычным ЛКР, 
так как, во-первых, размерность фазового вектора 

меньше и, как следствие, матрица в уравнении 
Риккати имеет размер 6×6 (вместо 18×18), а во-
вторых, нет необходимости использовать фильтра-
цию, что существенно снижает вычислительные 
затраты. Сравнительные вычисления показывают, 
что функция, реализующая фильтр Калмана, рабо-
тает около 300 секунд при моделировании на ин-
тервале 2000 секунд, ЛКР при этом работает около 
30 секунд. В случае редуцированного ЛКР функ-
ция управления работает около 20 секунд, а изме-
рения подаются напрямую. Таким образом, ЛКР с 
фильтром Калмана требует в 16,5 раз больше вы-
числительного времени, чем редуцированный ЛКР.

Заключение

В работе рассмотрены алгоритмы определе-
ния состояния и управления угловым движением 
космического аппарата с двумя нежесткими эле-
ментами – вращающейся солнечной панелью и 
крупногабаритной антенной. Показано, что воз-
можна стабилизация аппарата с гашением соб-
ственных колебаний нежестких конструкций с 
помощью датчиков и исполнительных элементов, 
установленных только на корпусе аппарата. При 
этом предполагается нулевой декремент затухания 
собственных колебаний конструкции. Предложен 
алгоритм, не требующий оценки состояния кон-
струкции и не возбуждающий колебаний в ней. 
Последний, обеспечивая меньшие точность и бы-
стродействие системы ориентации, значительно 
снижает нагрузку на бортовой вычислитель.

Рис. 6. Кватернион ориентации корпуса

Рис. 7. Моды колебаний антенны

 

 

 

Рис. 8. Моды колебаний панели
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ATTITUDE CONTROL AND DETERMINATION 
ALGORITHMS FOR THE SPACECRAFT WITH TWO 

FLEXIBLE APPENDAGES
D. S. Ivanov1, S. V. Meus2, A. B. Nuralieva1, A. V. Ovchinnikov2, 

M. Yu. Ovchinnikov1, D. S. Roldugin1, S. S. Tkachev1, 
A. I. Shestoperov1, S. A. Shestakov1, E. N. Yakimov2

1 Keldysh Institute of Applied Mathematics of RAS,
Moscow, Russian Federation

2 JSC Academician M. F. Reshetnev Information Satellite Systems,
Zheleznogorsk, Krasnoyarsk region, Russian Federation

The paper covers the attitude control and determination algorithms of the satellite equipped with two 
flexible appendages. One of the appendages is an antenna. It is connected to the satellite bus inelastically. 
The antenna itself is a major disturbance factor. Its dimensions by far exceed the dimensions of the bus, 
and the eigen frequencies of the antenna oscillations are low. The second appendage is a solar panel. The 
spacecraft moves on the geostationary orbit. The panel is connected via the one degree of freedom hinge. It 
rotates with the constant rate to provide continuous solar panel attitude towards the Sun. Attitude control 
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and determination is achieved with the hardware installed on the satellite bus only. Moreover, the oscil-
lations of the flexible elements have no natural damping. The control and determination algorithms are 
provided that stabilize the satellite bus and reduce the flexible appendages oscillations alongside. Special 
control algorithm is proposed that does not excite the oscillations and lowers the computational burden 
on the onboard computer. Different eigen forms are considered to represent the error in the appendages 

models. 

Keywords: spacecraft, attitude control, flexible appendages, finite element model, eigen forms.
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