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В настоящее время к материалам на углеродной основе проявляется большой интерес. 
Они обладают высокими термомеханическими свойствами и массовыми характери-
стиками, являются достаточно технологичными. В авиационной и космической техни-
ке такие материалы нашли широкое применение, например, для изготовления силовых 
элементов, балок, каркасов, а также элементов обшивки самолетов и ракет. В статье 
рассматривается напряженное состояние изгибаемых балок круглого и кольцевого се-
чения из углепластиков. При испытаниях на растяжение и сжатие такие материалы, 
называемые разномодульными, обнаруживают различные свойства. Поэтому для рас-
четов на прочность необходимо использовать специальные модели прочности. Предла-
гается методика расчета на изгиб балок круглого и кольцевого сечения из углепласти-
ков марок М46 и IMS-65. Их модули упругости на растяжение и сжатие, а также соот-
ветствующие пределы прочности были определены при испытаниях на машине ZDM-10 
с точностью ±1,25 %. На примерах показано, что при расчетах необходимо учитывать 
различие в свойствах на растяжение и сжатие, а также реальное положение нейтраль-

ной оси сечения изгибаемой балки.

Ключевые слова: изгибаемая балка, круглое сечение, кольцевое сечение, напряжения, 
углепластик, разномодульные материалы, предел прочности при растяжении, предел 

прочности при сжатии, нейтральная ось сечения.

Введение

Вследствие своей сложной структуры 
механические свойства композиционных ма-
териалов на углеродной основе в различных 
направлениях могут значительно отличаться.  
К таким материалам проявляется огромный инте-
рес. Общие вопросы прочности материалов, по-
разному сопротивляющихся растяжению и сжа-
тию (их называют разномодульными), изложены 
в ряде известных источников, например  [1;  2]. 
К  выбору моделей прочности существуют раз-
личные современные подходы [3; 4], в большом 
количестве работ рассматриваются вопросы 
технологии производства изделий из компози-
тов [5;  6;  19;  20], приводится оценка влияния 
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технологии на прочность балок и пластин [7–9], 
можно найти сведения по прочности отдельных 
углеродных волокон  [10] и  их контактного вза-
имодействия  [11], а также свойства композитов 
при различных внешних условиях [21]. Заметим, 
что приближенный способ расчета двухслойных 
(дерево плюс сталь) балок на изгиб был приве-
ден еще в книге [12]. Результаты испытаний на 
прочность композитных материалов и конструк-
тивных элементов из них встречаются в  совре-
менных источниках [13–16], вопросы изгиба 
разномодульных балок при циклическом нагру-
жении [22] и  с учетом ползучести рассматрива-
ются в статьях [17; 18], изучается даже влияние 
окисления [23], однако для конкретных случаев 
методику расчета на прочность, удобную для 
применения в инженерной практике, найти не 
всегда удается. В  настоящей статье предлага-
ется методика определения упругих напряже-
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Определим усилие Q1. Длина хорды ней-
тральной оси ас (рис. 1) равна:

Усилие Q1 определяется по формуле:

(1)

где S1(x) – площадь треугольника bkp (рис. 1), рав-
ная:

Тогда:

Проинтегрировав (1), получим:

(2)

Или в другой форме записи при

(3)

Аналогично определяем усилие Q2:

(4)

где      – площадь прямоугольника db (рис. 2а);    
      – площадь прямоугольника mn (рис. 2б).

Площади прямоугольников      и     равны 
соответственно:

ний в изгибаемых балках круглого и  кольцево-
го сечения, изготовленных из разномодульных 
материалов. В таблицу включены полученные  
в эксперименте свойства углепластиков  [14].  
На растяжение испытания проводились на об-
разцах с сечением 2,2×12,8 мм2, на сжатие – на 
образцах с сечением 8,8×38 мм2, установленных 
на машине ZDM-10, точность измерения усилий 
составляла ±1,25 %.

Таблица
Свойства материалов

Марка Ер, МПа Есж, МПа σ1, МПа σ2, МПа
М46 21330 15420 1271 584

IMS-65 26880 12810 2270 610

В таблице Ер – модуль упругости при рас-
тяжении; Есж – модуль упругости при сжатии; 
σ1 – предел прочности при растяжении; σ2 – пре-
дел прочности при сжатии.

1. Анализ напряженного 
состояния балки круглого 
сечения радиуса R, материал 
которой имеет различные 
свойства при растяжении 
и сжатии

Пусть Е1 – модуль упругости углепластика 
при растяжении, Е2 – модуль упругости того же 
материала при сжатии. Принимаем справедли-
вость закона Гука:

где i = 1, 2. Также принимаем справедливость гипо-
тезы плоских сечений при изгибе балки. На рис. 1 
показаны сечение балки и эпюра напряжений.

Положение нейтральной оси ас определяется 
величиной βR. Значение безразмерного параметра β 
можно вычислить из уравнения равновесия Q1 = Q2, 
где Q1 – суммарное усилие напряжений растяжения σ1, 
Q2 – суммарное усилие напряжений сжатия σ2.
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Рис. 1. Поперечное сечение балки (а) и эпюра 

напряжений (б): ‘1’ – зона напряжений растяжения; 
‘2’ – зона напряжений сжатия
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Рис. 2. К составлению уравнения равновесия:
а – поперечное сечение балки; б – эпюра 

напряжений; ‘1’ – зона напряжений растяжения; 
‘2’ – зона напряжений сжатия
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В итоге:

(5)

Проинтегрировав (5), получим усилие от напряжений сжатия Q2:

(6)
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С учетом вышеизложенного уравнение рав-
новесия: 

Q1 = Q2                               (7)
приобретает вид:

(8)

где обозначения А1 и А2 должны быть понятными 
из (2) и (6). Уравнение (8) эквивалентно уравне-
нию в деформациях ε1 и ε2:

Обозначив отношение модулей упругости 
через:

получаем:

(9)

Выражение (9) – уравнение для определе-
ния параметра β при заданных диаметре балки 
и  отношении модулей упругости. Функция зави-
симости  K(β) от отношения модулей упругости 
показана на рис. 3.

Для определения напряжений σ1 и σ2 необ-
ходимо вычислить значения моментов инерции 
частей сечения (сегментов) ‘1’ и ‘2’ относительно 
нейтральной оси ac.

Момент инерции сегмента ‘1’ (рис. 4) Jx-x от-
носительно оси х-х согласно справочнику [19] равен:

где β = cosα.
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Рис. 3. График K = K(β) для балки круглого сечения
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Момент инерции сечения (сегмента) ‘1’ от-
носительно нейтральной оси ас:

(10)

где площадь сегмента                                       а ор-
дината его центра тяжести:

Момент инерции сечения (сегмента) ‘2’ от-
носительно нейтральной оси ас равен:

(11)

Приведенный модуль упругости Епр опреде-
ляется из соотношения:

(12)

Действующие напряжения вычисляются по 
формулам:
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2. Анализ напряженного 
состояния балки кольцевого 
сечения, материал которой имеет 
различные свойства 
при растяжении и сжатии

Исследование напряженного состояния 
балки (сечение и эпюра напряжений показаны на 
рис. 5) выполним так же, как для балки сплошного 
круглого сечения.

На основе полученных выше значений уси-
лий Q1 и Q2 уравнения равновесия для кольцевого 
сечения принимают вид:

(14)

(15)

где      и       – напряжения растяжения и сжатия  
на внутренней поверхности кольца;

Обозначим через Δ безразмерную толщину 
кольца Δ = δ/R, тогда:

(16)

(17)

Из условия Q1 = Q2 получим уравнение для 
определения параметра β в зависимости от отно-
шения: 

(18)

При Δ = 1 уравнение (18) принимает вид (9).
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Рис. 5. Кольцевое сечение (а) и эпюра 
напряжений (б): ‘1’ – зона растяжения;  

‘2’ – зона сжатия
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На рис. 6 показаны графики функции 
K = K(β) для некоторых значений Δ (Δ = 0,1; 0,15; 
0,25; 0,5; 0,75; 1).

Для определения напряжений σ1 и σ2 необхо-
димо вычислить значения моментов инерции коль-
цевого сегмента относительно нейтральной оси ас.

Часть кольцевого сечения (сегмента) ‘1’ по-
казана на рис. 7.

По [24] собственный момент инерции Jx 
сектора тонкостенного кольца (при δ << 2R):

С учетом cosα = β уравнения для определе-
ния Jx и J1 принимают вид:

Тогда J1 и J2:

(19)
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β
Рис. 6. График функции K = K(β) для некоторых 

значений Δ: 1 – K(β; 1,0); 2 – K(β; 0,75); 3 – K(β; 0,5); 
4 – K(β; 0,25); 5 – K(β; 0,15); 6 – K(β; 0,10)

Рис. 7. Сечение зоны ‘1’ части кольца
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Приведенный модуль упругости кольца:

(20)

где J – собственный момент инерции кольца, 
J = πδR3.

Действующие напряжения вычисляются по 
формулам (13).

3. Примеры определения 
напряжений при изгибе балок 
круглого и кольцевого сечений

Пример 1 
Рассмотрим изгиб балки сплошного кру-

глого сечения диаметром D = 0,04 м. Материал 
балки  –  углепластик марки IMS-65. Его механи-
ческие характеристики приведены в таблице. Для 

данного материала                       (рис. 8). Этому 

значению K, согласно (9), соответствует параметр 
β = 0,155. Определим геометрические характери-
стики сегментов ‘1’ и ‘2’ зон растяжения и сжатия 
по формулам (10) – (13):

Jx = 6,244∙10-8 м4, J1 = 3,541∙10-8 м4, 
J2 = 10,2319∙10-8 м4, Епр = 1,803∙1010 Па.
σ1 = 0,2М, 
σ2 = 0,13М (для сравнения σпр = 0,16М).
Расчет показал, что напряжение растя-

жения, с учетом разномодульности материала,  
на 25 % выше соответствующего напряжения, по-
лученного в результате использования приведенно-
го модуля упругости, напряжение сжатия при этом 
оказалось на 19 % ниже. Существенная разница 
является результатом учета смещения нейтральной 
оси и значительного отличия модулей Е1 и Е2.

Пример 2
Рассмотрим ту же балку из углепластика 

марки М46. Механические характеристики при-
ведены в таблице.
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Рис. 8. График функции K = K(β) для балки 

круглого сечения

 

Для данного материала                           . Этому 

значению K, согласно (9), соответствует β = 0,068 
(рис. 9).

Геометрические характеристики по 
(10) – (11) и приведенный модуль упругости (12):

Jx = 6,2799∙10-8 м4, J1 = 4,9454∙10-8 м4, 
J2 = 7,853∙10-8 м4, Епр = 1,803∙1010 Па.
По формулам (13) определим напряжения σ1 

и σ2 как функции момента М: 
σ1 = 0,25М, 
σ2 = 0,17М (для сравнения σпр = 0,16М).

Пример 3
Рассмотрим балку кольцевого попереч-

ного сечения диаметром D = 0,04 м и толщиной 
δ = 0,004 м. Материал IMS-65. Для этого матери-
ала K = 2,09. Определим β по (18), β = 0,173. На 
рис.  10 приведен график, позволяющий опреде-
лить значение β по K = 2,09.

Определим геометрические характеристики 
кольцевых сегментов по (19) и (20):

J1 = 3,0107∙10-8 м4, J2 = 7,2189∙10-8 м4, 
Епр = 1,749∙1010 Па.
По формулам (13) определим напряжения σ1 

и σ2 как функции момента М:
σ1 = 0,25М, σ2 = 0,17М.

1

2

1,38EK
E

   

 

К(β)

β
Рис. 9. График функции K = K(β) для балки 

круглого сечения

К(β)

β
Рис. 10. Графики функций K = K(β) для 
балок круглого и кольцевого сечений: 

1 – K(β; 1); 2 – K(β; 0,4)
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Заключение

1. Рассмотрена задача поперечного из-
гиба балок круглого и кольцевого сечений из 
углепластиков, имеющих различные свойства 
на растяжение и сжатие. Предложен алгоритм 
аналитического определения положения их ней-
тральных осей. Показано, что учет различных 
механических свойств углепластиков на растя-
жение и  сжатие имеет существенное значение. 
Например, при двукратном отличии величин 

модулей упругости (углепластик марки IMS-65) 
точное значение напряжения растяжения превы-
шает соответствующее напряжение, полученное 
в расчете с использованием приведенного моду-
ля упругости, на 25 %.

2. Предложенная методика может быть ис-
пользована для оценки напряженного состояния 
некоторых конструктивных элементов системы 
развертывания холодильника-излучателя косми-
ческой ядерной энергоустановки [25], например, 
промежуточных шпангоутов.
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ASSESSMENT OF THE STRESS STATE OF ROUND AND ANNULAR 
CROSS-SECTION BEAMS MADE WITH DIFFERENT TENSILE  

AND COMPRESSIVE PROPERTIES MATERIALS

V. V. Kashelkin1, A. S. Demidov2, E. A. Kapustin3
1 JSC «Krasnaya Zvezda»,

Moscow, Russian Federation
2 Moscow Aviation Institute (National Research University),

Moscow, Russian Federation
3 JSC «Research Institute of NPO «LUCH», 

Podolsk, Moscow region, Russian Federation

At present, there is great interest in carbon-based materials. They have high thermomechanical 
properties and mass characteristics, are quite technologically advanced. Such materials are 
widely used in aviation and space technology, for example, for the manufacture of load-bearing 
elements, beams, frames, as well as aircraft and rocket skin elements. The article considers 
the stress state of bent beams of circular and annular section made of carbon fiber reinforced 
plastics. When tested in tension and compression, such materials, called multi-modulus, exhibit 
different properties. Therefore, for strength calculations, it is necessary to use special strength 
models. A method is proposed for calculating the bending of beams of circular and annular 
cross-section made of M46 and IMS-65 carbon fiber reinforced plastics. Their tensile and com-
pressive moduli and corresponding strengths were determined by testing on a ZDM-10 machine 
with an accuracy of ±1,25%. The examples show that in the calculations it is necessary to take 
into account the difference in tensile and compression properties, as well as the real position  

of the neutral axis of the bent beam section.

Keywords: bending beam, circular section, annular section, stresses, carbon fiber reinforced plas-
tic, multi-modulus materials, tensile strength, compressive strength, neutral axis of the section.
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