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Рассматривается задача управления при формировании на низкой околоземной орби-
те вращающейся тросовой группировки конфигурации «ступица-спицы» (hub-spoke),  
в которой микроспутники расположены радиально относительно центрального кос-
мического аппарата (ступица) и соединены с ним тросами (спицами) соответственно.  
Для анализа динамики тросовой системы разработана математическая модель (ис-
пользуются уравнения Лагранжа) в орбитальной системе координат, при этом цен-
тральный космический аппарат рассматривается как твердое тело конечных раз-
меров. Предложена схема управления, в которой управляющий момент, приложен-
ный к центральному телу, обеспечивает заданное вращательное движение системы, 
а закон развертывания тросов строится в соответствии с принципами робастного 
управления, которое осуществляется за счет регулирования натяжения троса и ма-
лой тяги, приложенной к микроспутникам. При анализе устойчивости движения си-
стемы используются теория Ляпунова и неравенство Гамильтона-Якоби, с помощью 
которого определяется показатель робастности системы управления. Приводятся 
результаты численных расчетов, которые подтверждают, что предлагаемая схема 
управления оказывается эффективной при учете периодических гравитационных воз-
мущений, внешних возмущений и возмущений, связанных с неопределенностью в на-

чальных состояниях системы и с вращением центрального тела.
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Введение

Тросовые группировки космических аппа-
ратов (ТГКА) считаются одной из перспектив-
ных технологий, позволяющей обеспечить со-
гласованный полет космических аппаратов (КА). 
По сравнению с традиционными космическими 
системами КА, несоединенными между собой ме-
ханическими связями (тросами), ТГКА позволяют 
формировать на орбите надежную легкую струк-
туру с большим разнообразием геометрических 
конфигураций. Конфигурации ТГКА могут под-
держиваться на орбите долгое время, и при этом 
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требуется низкий расход топлива благодаря тому, 
что силы натяжения тросов могут использоваться 
в качестве управляющих сил, что является клю-
чевой особенностью космических тросовых си-
стем (КТС) [1].

В последние годы большое количество ис-
следований было сосредоточено на анализе ди-
намики и разработке методов управления КТС, 
состоящей из двух КА и развернутой в положе-
ние, близкое к местной вертикали [2–4]. Когда 
речь идет о ТГКА, обычно имеются ввиду тросо-
вые системы, состоящие из нескольких КА, при-
чем в зависимости от требований космических 
миссий, входящие в такие системы КА образуют 
определенные геометрические конфигурации, на-
пример, «линия» [5], «кольцо» [6], «ступица-спи-
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цы» [7] и др. Доказано, что ТГКА может выпол-
нить множество миссий, таких как космическая 
интерферометрия, многоточечные распределен-
ные измерения на орбите, исследование дальнего 
космоса и др.

Среди перечисленных выше конфигураций 
ТГКА, система «ступица-спицы» привлекла осо-
бый интерес исследований. В такой системе цен-
тральный КА играет роль «ступицы», а спутники, 
находящиеся на периферии, соединяются с цен-
тральном телом тросами («спицами»). Движение 
ТГКА в виде «ступица-спицы» имеет свою осо-
бенность, которая заключается в том, что для 
обеспечения устойчивости системы она должна 
вращаться вокруг центра масс с некоторой угло-
вой скоростью [8]. Формирование вращающейся 
ТГКА конфигурации «ступица-спицы» является 
сложной задачей. Чаще всего в настоящее время 
во многих работах центральный КА рассматрива-
ется как материальная точка. Однако чтобы учесть 
сложное взаимодействие центрального КА и тро-
сов в процессе формирования системы, необходи-
мо учитывать размеры центрального КА [9]. При 
этом важным является учет действующих возму-
щений. В связи с этим актуальной является задача 
разработки робастного управления на этапе фор-
мирования ТГКА.

Настоящая работа посвящена задаче управ-
ления при формировании ТГКА конфигурации 
«ступица-спицы», вращающейся в орбитальной 
плоскости. В состав рассматриваемой системы 
входят центральный КА и несколько микроспут-
ников. Предполагается, что в исходном состоянии 
микроспутники жестко соединяются с централь-
ным КА и повторяют конфигурацию «ступица-
спицы», которая вращается вокруг центра масс си-
стемы с некоторой начальной угловой скоростью. 
Конечная конфигурация ТГКА – это также конфи-
гурация «ступица-спицы», вращающаяся с угло-
вой скоростью, равной начальной. При анализе 
динамики системы центральный КА рассматрива-
ется как твердое тело, а микроспутники – как ма-
териальные точки. Тросы – неупругие невесомые 
нерастяжимые механические связи переменной 
длины. Угловая скорость вращения КА поддер-
живается постоянной с помощью управляющего 
вращательного момента. Для разработки закона 
выпуска тросов используется скользящий режим 
управления. Определяется показатель робастно-
сти системы при наличии периодических грави-
тационных возмущений, вызванных вращением 
КА, и других внешних возмущений. Устойчивость 
движения системы анализируется с помощью те-
ории Ляпунова и неравенства Гамильтона-Якоби. 
Приводятся результаты численного моделирова-
ния, иллюстрирующие эффективность предлага-
емой схемы управления при действии различных 
типов возмущений.

1. Математическая модель 
движения ТГКА конфигурации 
«ступица-спицы»

В схему рассматриваемой ТГКА, представ-
ленной на рис. 1, входят центральный КА массой mc 
и n микроспутников массой mi, i = 1, 2, …, n. Здесь 
КА рассматривается как симметричный однород-
ный цилиндр радиусом rc и длиной hc. Тросы – не-
весомые нерастяжимые механические связи длиной 
li, i = 1, 2, …, n. Кроме того, при описании движения 
ТГКА принимаются еще следующие допущения: 

1) Система движется по неизменной круго-
вой орбите.

2) Выпуск тросов происходит в плоскости 
орбиты.

При построении математической модели ис-
пользуются геоцентрическая система координат 
OXYZ и орбитальная подвижная система коорди-
нат Cxyz (рис. 1). Начало O находится в центре масс 
Земли, плоскость OXY совпадает с плоскостью эк-
ватора и ось OX направлена от O в точку весеннего 
равноденствия, ось OZ направлена по оси враще-
ния Земли. Орбитальная система координат Cxyz 
связана с центром масс КА, причем предполага-
ется, что в процессе развертывания конфигурация 
системы близка к симметричной, что обеспечива-
ется системой управления. Поэтому полагается, 
что центры масс КА и системы совпадают. Тогда 
ось Cx направлена по радиус-вектору Rc центра 
масс КА, а ось Cy расположена в плоскости ор-
биты и ориентирована по направлению движения 
системы. Орты системы координат Cxyz задаются 
как ic, jc, kc. Система движется по круговой орбите 
с угловой скоростью Ω = Ωkc.

Для вывода уравнений движения ТГКА ис-
пользуются уравнения Лагранжа:

(1)

где Tk и П – кинетическая и потенциальная энер-
гии системы;         – векторы обобщенных коорди-
нат и скоростей; Q – вектор обобщенных сил.

Рис. 1. Схема ТГКА и используемые 
системы координат
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Для описания вращательного движения цен-
трального КА относительно своего центра масс 
используются углы αi (рис. 2). На рис. 2 векторы ri 
(i = 1, 2, …, n) определяют положения точек кре-
пления тросов, причем при их симметричном рас-
положении имеем |ri| = rc. Развертывание i-го тро-
са характеризуется длиной li и углом θi, который 
определяет отклонение i-го троса от направления 
вектора ri (рис. 2). Таким образом, положение i-го 
микроспутника в орбитальной системе координат 
может быть выражено как:

(2)
где:

Поскольку тросы считаются невесомыми, то 
кинетическая энергия системы, входящая в урав-
нение (1), определяется следующим образом:

где Jc – момент инерции центрального КА,  
vc = Ω×Rc – вектор орбитальной скорости центра 
масс системы,                            –  вектор скорости 
i-го микроспутника относительно КА.

Поскольку тросы считаются нерастяжимы-
ми, то общая потенциальная энергия, обусловлен-
ная гравитацией, определяется как:

(4)

где μ – гравитационная постоянная.
Подставляя (3) и (4) в уравнения Лагранжа 

и рассматривая αi, θi, li как обобщенные коорди-
наты, получим уравнения движения ТГКА в под-
вижной системе координат, которые записывают-
ся в следующем виде:

(5)

(6)

(7)

где                   – обобщенные силы,                – пе-
риодические члены гравитационных возмущений, 
вызванные вращением системы и имеющие следу-
ющий вид:

(8)

(9)

(10)

где d0 = 3Ω2.

2. Программа управления при 
формировании конфигурации
«ступица-спицы»

Основная цель при формировании рас-
сматриваемой ТГКА состоит в том, чтобы разра-
ботать схему управления для перевода системы 
в конечное заданное состояние при сохранении 
желаемой конфигурации. Для этого, во-первых, 
необходимо стабилизировать вращательное дви-
жение центрального КА; во-вторых, в процессе 
развертывания тросов необходимо исключить их 
касание друг с другом и с корпусом центрального 
КА. Поэтому в конечный момент движение систе-
мы должно удовлетворить следующим условиям:
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Рис. 2. Обобщенные координаты
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Здесь ωα – заданная скорость вращения си-
стемы; θd, ld – конечные значения угла наклона 
и длины тросов соответственно.

При выпуске тросов необходимо чтобы 
угловая скорость вращения КА была постоянной и 
равной ее начальной угловой скорости. Это можно 
обеспечить с помощью управляющего момента τc, 
действующего на центральный КА. Таким обра-
зом, обобщенная сила                  А при определении 
обобщенных сил                  учитываются реактив-
ные силы малой тяги Fi (ортогональны тросам), 

приложенные к микроспутникам, и силы натяже-
ния Ti. Тогда 

Исходя из поставленной цели управления, 
предлагается схема системы управления движени-
ем ТГКА конфигурации «ступица-спицы» (рис. 3). 
Приведенная схема основана на предположении, 
что во время выпуска тросов вращение КА извест-
но (угловая скорость постоянна), что обеспечива-
ется действием момента τc. При этом основное 
внимание сосредоточено на разработке робастно-
го управления процессом выпуска тросов.

α τ .
i cQ   

θ и
i il

Q Q  

θ , .
i ii i l iQ Fl Q T     

Рис. 3. Структура схемы управления

Управляющий момент τc задается с исполь-
зованием принципа обратной связи [10]:

(11)

где kω и kα – коэффициенты обратной связи по ско-
рости и углу вращения КА,                     –  началь-
ная скорость вращения КА. Здесь стоит отметить, 
что уравнение (5) для αi имеет одинаковый вид, 
поэтому в (11) для краткости был опущен низкий 
индекс i.

При допущении, что:

уравнения (6) и (7), описывающие развертывание 
тросов, принимают вид:

(12)

(13)

Далее при разработке закона управления 
развертыванием тросов используются упрощен-
ные уравнения (12) и (13), а для проверки эф-
фективности предлагаемой схемы управления 
применяется полная модель, т. е. система урав-
нений (5)–(7). В уравнениях (12) и (13) индекс i 
также может быть опущен, так как эти уравнения 
одинаковы для всех тросов. Введем вектор состо-
яний системы:

Уравнения (12) и (13) переписываются 
в виде:

(14)
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                                              – вектор суммы пе-
риодических гравитационных возмущений 
и внешних возмущений,

 
                    – вектор управляющих сил.

Пусть вектор конечных состояний системы    
                                               и  вектор  отклонений 
от него                                     .  Предлагается следу-
ющий закон управления:

(15)
где ∆u – управление, которое определяется ниже. 
С учетом того, что                    форма управления 
U упрощается: 

Подставляя закон (15) в (14), получим:

(16)
Далее для (16) используется более короткое 

обозначение                           .  Поверхность сколь-
жения задается следующим образом:

(17)
где c = diag(c1, c2) – матрица коэффициентов, и 
здесь c1, c2 – положительные действительные чис-
ла.

Поверхность скольжения (17) может быть 
переписана как                 Дифференцируя (17), по-
лучим:

(18)
Подставляя (16) и (17) в (18), найдем:

(19)

где
Далее пусть                    тогда система урав-

нений (17) и (19) переписывается в виде:

(20)

где:

Чтобы найти робастное управление, сначала 
необходимо определить, как оценить робастность 
системы. Для этого можно использовать следую-
щее определение [11].

Определение. Дана нелинейная система с не-
сколькими входами и выходами, например (20), 
где           ,  f(y),  g(y) – непрерывные функции,  
d – вектор возмущений, z – введенная функция 

 Tθ θ( ) l ld d  d x  
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оценки, например, функция ошибки. Для робаст-
ности системы определяется следующий пока-
затель, характеризующий устойчивость и нечув-
ствительность системы к возмущениям:

(21)

где                                                                  – нормы век- 

торов z, d на пространстве L2 (Гильбертово про-
странство), «sup» обозначает точную верхнюю 
границу. Здесь показатель J также называется 
L2-усиление (L2-gain) [11]. Очевидно, что при 
низком показателе J система (20) обладает свой-
ством высокой надежности, и это может быть до-
стигнуто путем разработки подходящего управле-
ния ∆u. Для этого используется теорема о нера-
венстве Гамильтона-Якоби (HJI – Hamilton-Jacobi 
Inequality), которая изложена ниже.

Теорема. Пусть γ > 0 – некоторая положи-
тельная константа, тогда для системы (20) если 
существует положительно определенная диффе-
ренцируемая функция L(y), которая удовлетворяет 
неравенству:

(22)

то индексный показатель робастности систе-
мы (20) J ≤ γ [11].

Для того чтобы показатель робастности 
разработанного контроллера удовлетворял J ≤ γ, 
управление ∆u для системы (20) зададим:

(23)

Анализ устойчивости системы и доказатель-
ство робастности с управлением (23) заключаются 
в следующем. В качестве функции Ляпунова при-
нимается следующая положительно определенная 
функция:

(24)

производная которой имеет вид:

(25)

Пусть

(26)
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Подставляя (25) в (26), получим:

(27)

Из H ≤ 0 следует, что                                                               Та-

ким образом, система (20) асимптотически устой-
чива. Более того, согласно Теореме система (20) 
обладает робастностью, показатель которой мень-
ше γ.

3. Результаты численного 
моделирования и их анализ

Проводится численное моделирование 
движения ТГКА с применением управляющего 
момента (11) и закона управления (15). В каче-
стве примера при моделировании рассматрива-
ется система «ступица-спицы», в которую входят 
два микроспутника i = 1, 2. Были приняты следу-
ющие массово-геометрические параметры систе-
мы: масса КА mc = 500 кг, его радиус rc = 1 м, дли-
на hc = 1 м, момент инерции                               масса 
микроспутников m1 = 10 кг, m2 = 12 кг. Высота 
орбиты Hc = 500 км и начальные условия движе-
ния системы:

Характеристики состояния системы в ко-
нечный момент времени:

Коэффициенты программы управления при-
водятся в таблице.

Таблица
Значения коэффициентов программы управления

Описание Значение
Коэффициенты обратной 
связи kω, kα

100; 0,01

Матрица коэффициентов по-
верхности скольжения 
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На ТГКА, которая движется на низкой око-
лоземной орбите, действуют следующие основ-
ные возмущения: гравитационный момент, аэро-
динамические силы, давление солнечного излу-
чения. Суммарная величина этих возмущений не 
превышает 1∙10-5 [12]. Для того чтобы продемон-
стрировать способность подавления указанных 
возмущений предлагаемой схемой управления 
при моделировании используется комбинация 
гармонических составляющих, частоты которых 
характеризуются как низкими, так и высокими 
составляющими, причем низкая частота соответ-
ствует периоду орбитального движения системы, 
а высокая частота – периоду вращения системы 
вокруг центра масс. Таким образом, имеем:

где амплитуда возмущений превышает известные 
оценки.

На рис. 4–6 проводятся зависимости, харак-
теризующие изменения от времени переменных 
состояний системы «ступица-спицы». Из рис. 4 
следует, что процесс вращательного движения 
центрального КА характеризуется почти постоян-
ной заданной угловой скоростью:

На начальном этапе угловая скорость вра-
щения немного уменьшается из-за увеличения мо-
мента инерции всей системы в целом. При завер-
шении процесса развертывания системы угловая 
скорость     стремится к заданному значению ωα, и, 
как показано на увеличенном фрагменте на рис. 4, 
значение     изменяется с периодом, близким к пе-
риоду члена гравитационных возмущений dα, со-
ответствующему формуле (8):

Помимо колебаний, вызванных вращением 
КА, наблюдаются также и колебания с более высо-
кой частотой из-за взаимодействия движений КА 
и тросов.

Из рис. 5 следует, что углы θ1 и θ2 умень-
шаются от начального значения до нуля. В этом 
процессе также имеет место влияние гравитаци-
онного возмущения dθ, которое колеблется с тем 
же периодом, что и dα. Изменение длин l1 и l2  
и скорости выпуска тросов от времени приво-
дится на рис. 6. Как следует из результатов, дли-
ны первого и второго троса приближаются к за-
данному конечному значению (0,1 км) по завер-
шении развертывания, хотя их начальные длины 
отличаются.

На рис. 7 показано как изменяется управля-
ющий момент от времени. Из-за того, что массы 
двух микроспутников не равны, максимальные 
значения тяги и конечные значения силы натяже-
ния отличаются, что следует из рис. 8.

   4
α1 10 sin sin ω ,t t         

αω 50 0,0554ра с д/ .     

α  

α  

α απ ω .dT   
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Рис. 4. Изменение угла и угловой скорости 
вращения системы

Рис. 5. Изменение угла и угловой скорости 
вращения троса

Рис. 6. Изменение длины и скорости 
выпуска троса
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Рис. 7. Изменение управляющего момента τc

Рис. 8. Изменение управляющих сил

Рис. 9. Изменение показателя робастности J

Рис. 9 иллюстрирует изменение показателя 
робастности системы. В процессе развертывания 
ТГКА выполняется условие J < γ = 1. На рис. 10 
приводятся изменения компонент поверхности 

скольжения s от времени, откуда следует, что значе-
ния всех компонентов приближаются к нулю, под-
тверждая асимптотическую устойчивость движе-
ния при использовании предлагаемого управления.
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Рис. 10. Изменение компонент поверхности скольжения

Заключение

В данной работе рассматривалось управление 
движением ТГКА конфигурации «ступица-спицы», 
вращающейся в орбитальной плоскости. При по-
строении математической модели центральный КА 
рассматривался как однородный цилиндр, микро-
спутники – как материальные точки. Предложена 
комбинированная схема управления при разверты-
вании системы, включающая в себя стабилизацию 
вращения КА, создание вращательных моментов 
с помощью двигателей, расположенных на КА, 
и предложенный закон робастного управления для 
безопасного выпуска тросов. При численном модели-
ровании учитывались влияния внешних возмущений  
и возмущений, связанных с начальным состоя-

нием системы. Результаты моделирования под-
твердили эффективность предлагаемой схемы 
управления и возможность ее использования для 
формирования ТГКА в виде вращающейся систе-
мы «ступица-спицы» при действии возмущений.  
В качестве развития работы далее планируется про-
анализировать угловое движение микроспутников 
и его влияние на процесс формирования системы 
«ступица-спицы».
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ROBUST CONTROL OF A HUB-SPOKE TETHERED 
FORMATION SYSTEM OF MICROSATELLITES USING 

HAMILTON-JACOBI INEQUALITY

S. Chen1, 2, Yu. M. Zabolotnov1

1 Samara National Research University,
Samara, Russian Federation

2 Northwestern Polytechnical University,
Xi’an, People’s Republic of China

The problem of controlling a rotating hub-spoke tethered formation system in low Earth or-
bit is considered, in which microsatellites are located radially around the central spacecraft 
(hub) and connected to it by tethers (spokes). To analyze the dynamics of the tethered system, 
a mathematical model is developed in the orbital coordinate system by Lagrange method, in 
which the central spacecraft is regarded as a rigid body. In the proposed control scheme, the 
spin motion of the central body is regulated by the control moment, and tether deployment 
control law is proposed by robust approach, which is carried out by regulating the tether 
tensions and low thrusts acting on the microsatellites. The robustness and stability of the 
system are investigated using Lyapunov theory and Hamilton-Jacobi inequality, which is 
used to determine the robustness index of the control system. The results of numerical cal-
culations are presented, which confirm that the proposed control scheme is effective when 
taking into account periodic gravitational perturbations, external perturbations and pertur-
bations associated with uncertainty in the initial states of the system and with the rotation  

of the central body.

Keywords: tethered satellite formation, microsatellite, hub-spoke configuration, rotation of sat-
ellite formation, deployment of tethers, robust control, Hamilton-Jacobi inequality.
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