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ОПТИМИЗАЦИЯ СХЕМЫ ВЫВЕДЕНИЯ ГЕОСТАЦИОНАРНОГО 
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Рассматривается комбинированная схема перелета, в рамках которой ракета-носи-
тель Falcon 9 выводит космический аппарат на эллиптическую промежуточную орби-
ту с космодрома на мысе Канаверал. В процессе проведения анализа задачи фиксируется 
значение высоты перигея и наклонение промежуточной орбиты, а высота апогея про-
межуточной орбиты варьируется. После отделения от последней ступени ракеты-но-
сителя космический аппарат осуществляет перелет на геостационарную орбиту с ис-
пользованием электроракетной двигательной установки. На этапе выведения космиче-
ского аппарата с промежуточной орбиты на геостационарную орбиту с использовани-
ем электроракетной двигательной установки рассматривается задача минимизации 
массы рабочего топлива многовиткового межорбитального перелета. Число витков 
и высота апогея промежуточной орбиты варьируются с целью анализа влияния этих 
параметров на длительность перелета и доставляемую массу космического аппара-
та на геостационарную орбиту. Основной целью данной работы является вычисление 
оптимальных значений высоты апогея промежуточной орбиты и оптимальных значе-
ний числа витков, обеспечивающих за заданное время ∆t* доставку максимальной массы 
космического аппарата на геостационарную орбиту. Для решения задачи оптимизации 
применяется принцип максимума Понтрягина. После применения принципа максимума 
задача оптимизации сводится к решению краевой задачи, которая решается методом 
продолжения по параметру. В работе приводятся результаты задачи оптимизации 
многовиткового межорбитального перелета и анализ энергетических характеристик 
комбинированной схемы выведения космического аппарата на геостационарную орбиту.

Ключевые слова: ограниченная мощность, ограниченная тяга, вспомогательная долго-
та, принцип максимум Понтрягина, метод продолжения по параметру.

Введение

Использование электроракетных двигатель-
ных установок (ЭРДУ) в качестве маршевых дви-
гателей при реализации космических миссий обе-
спечивает существенно меньший расход рабочего 
тела по сравнению с использованием двигателей 
большой тяги на химическом топливе и, соответ-
ственно, доставку на целевую орбиту космическо-
го аппарата (КА) большей массы. При этом следу-
ет учесть, что применение ЭРДУ приводит к уве-
личению времени перелета. В данной работе при 
решении оптимизационной задачи вывода КА на 
геостационарную орбиту (ГСО) с помощью ЭРДУ 
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в качестве критерия оптимальности рассматрива-
ется конечная масса КА и время перелета на ГСО. 
Для реализации компромисса между конечной 
массой КА и длительностью перелета предлагает-
ся использовать комбинированную схему перелета 
на ГСО. Рассматривается схема выведения КА на 
ГСО с использованием некоторой промежуточной 
орбиты, имеющей форму эллипса. Для выведения 
КА на промежуточную орбиту используется раке-
та-носитель (РН) Falcon 9.

В настоящей работе для решения оптимиза-
ционной задачи применяется принцип максимума 
Понтрягина [2]. Описание деталей используемого 
подхода представлено в работах [3−9]. Принцип 
максимума сводит задачу оптимизации к двух-
точечной краевой задаче. Для решения краевой 
задачи применяется метод продолжения по пара-

РАКЕТНО-КОСМИЧЕСКАЯ ТЕХНИКА



36

 
№ 1 (43) 2023

Том 7

метру  [3−9]. Для упрощения выбора начального 
приближения при решении поставленной задачи 
используется подход, основанный на последо-
вательном получении сначала траектории огра-
ниченной мощности (ОМ) [3; 7] и, после этого, 
ограниченной тяги (ОТ) [4−6; 8; 9]. При этом на-
чальные значения неизвестных сопряженных пе-
ременных, полученные на этапе решения ОМ за-
дачи, используются для начального приближения 
при решении ОТ задачи [4−6; 8; 9].

1. Математическая модель
движения космического
аппарата с использованием
вспомогательной долготы 
в качестве независимой
переменной

Рассматривается задача оптимизации ОТ 
траектории. Гравитационное поле предполагается 
центральным ньютоновским. В данной работе ис-
пользуются дифференциальные уравнения движе-
ния в равноденственных элементах [1]. В качестве 
независимой переменной интегрирования исполь-
зуется вспомогательная долгота K, которая приме-
нялась в качестве независимой переменной в ра-
ботах [7−9]. Уравнения движения принимают вид:

(1)

при этом:

В (1) используются следующие обозначе-
ния: p − фокальный параметр; e = [ex, ey] – экс-

центриситет; ex  =  e∙cos(ω+Ω); ey = e∙sin(ω+Ω); 
L = v + ω + Ω − истинная долгота; ω − аргумент пе-
рицентра; Ω − долгота восходящего узла; μ − гра-
витационный параметр Земли; i = [ix, iy] – наклоне-
ние;                          ;                           a = [at, ar, an] – уско-
рение КА; at, ar, an − радиальная, трансверсальная 
и бинормальная компоненты реактивного уско-
рения соответственно, которые определяются по 
формулам:

(2)

где ϑ, ψ − углы тангажа и рысканья соответствен-
но; T – тяга ЭРДУ КА; c − скорость истечения 
ЭРДУ; δ − функция включения-выключения дви-
гательной установки КА (δ = 1 − двигатель вклю-
чен, δ = 0 − двигатель выключен); m − масса КА; 
t − время. Результатом решения оптимизационной 
задачи является определение оптимальной про-
граммы управления вектором тяги КА – ориента-
ция вектора тяги в пространстве и время включе-
ния-выключения двигателей [8; 9].

2. Решение краевой задачи
методом продолжения

Принцип максимума [2; 8] сводит зада-
чу оптимизации к краевой. В данном случае мы 
получаем двухточечную краевую задачу. При 
этом граничными условиями будут являться на-
чальные и конечные значения наклонения i, экс-
центриситета  e, фокального параметра p, откло-
нения истинной долготы от вспомогательной LK. 
Неизвестными параметрами при решении кра-
евой задачи являются 7 начальных значений со-
пряженных переменных (pp, pex, pey, pix, piy, pLK). 
Последним, седьмым, граничным условием яв-
ляется условие трансверсальности для конечно-
го значения сопряженной к массе переменной pm. 
Поэтому краевая задача формулируется с 7 гра-
ничными условиями для 7 неизвестных перемен-
ных, и начальные условия краевой задачи задают-
ся в виде:

(3)

где K0 – некоторое фиксированное значение на-
чальной вспомогательной долготы.
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Конечные граничные условия задаются 
в виде:

(4)

где Kf = K0+∆K − некоторое фиксированное значе-
ние конечной вспомогательной долготы. Нижний 
индекс «0» обозначает начальные условия, а ниж-
ний индекс «f» обозначает конечные условия, K0 
и  Kf являются заданными значениями вспомога-
тельной долготы в начале и конце перелета соот-
ветственно. Краевая задача решается методом про-
должения по параметру [3], который сводит кра-
евую задачу к задаче Коши. Дифференциальное 
уравнение метода продолжения по параметру 
имеет вид:

(5)

Если параметр продолжения τ входит в пра-
вые части уравнений движения КА, то в этом слу-
чае дифференциальное уравнение метода продол-
жения по параметру принимает вид:

(6)

Необходимо найти начальные значения сопря-
женных переменных z = (pp, pex, pey, pix, piy, pLK , pm), 
при которых выполняются граничные условия 
рассматриваемой задачи. Для получения решения 
необходимо интегрировать дифференциальное 
уравнение метода продолжения по параметру τ от 
0 до 1. Для вычисления матрицы частных произ-
водных ∆f/∆z используется метод комплексного 
шага [12−14] и функция невязок f имеет следую-
щий вид:

(7)

Cистема уравнений оптимального движе-
ния  [7; 8] численно интегрируется относительно 
угловой дальности перелета K ∈ [K0; Kf] с задан-
ными начальными условиями для вычисления 
функции невязок f.

3. Численные примеры

В данной работе в качестве примера исполь-
зования разработанного метода рассматривается 
задача расчета многовиткового перелета на ГСО 
с промежуточной эллиптической орбиты. В каче-
стве критерия оптимизации используется мини-
мизация массы топлива. Число витков траектории 
предполагается фиксированным. Время перелета 
оптимизируется. Параметры промежуточной ор-
биты заданы фиксированными значениями вы-
соты перигея (185 км), наклонения (28,5°), аргу-
мента перицентра (180°), истинной аномалии (0°) 
и долготы восходящего узла (0°). Параметры 
промежуточной орбиты и начальная масса КА на 
этой орбите соответствуют использованию РН 
Falcon 9 [15]. Для многовиткового перелета c про-
межуточной орбиты на ГСО с двигателем малой 
тяги предполагается, что ЭРДУ состоит из 4 од-
нотипных нерегулируемых двигателей СПД-140 
с тягой по 280 мН и с удельным импульсом 1780 с. 
Параметры промежуточной орбиты и масса КА, 
доставляемая на эти орбиты РН Falcon 9, пред-
ставлены в табл. 1.

Таблица 1
Масса КА в зависимости от параметров  

промежуточной орбиты

Высота 
перигея, 

км
Высота 

апогея, км
Наклонение, 

градусы
Начальная 
масса, кг

185 50000 28,5 4044
185 60000 28,5 3869
185 70000 28,5 3741
185 80000 28,5 3642
185 90000 28,5 3564
185 100000 28,5 3501

На рис. 1 представлена вычисленная зависи-
мость конечной массы КА на ГСО и оптимальное 
время перелета на ГСО с числом витков от 90 до 
100 для заданной высоты апогея 50000 км.
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Рис. 1. Зависимость конечной массы КА на ГСО 

от длительности выведения на ГСО при различной 
угловой дальности перелета
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При фиксированной высоте апогея проме-
жуточной орбиты 50000 км и угловой дальности 
перелета 94 витка достигается минимальная дли-
тельность перелета (100,3332 суток), при этом на 
ГСО доставляется КА массой 3507,3098 кг. Для 
остальных заданных высот апогея промежуточной 
орбиты также были получены зависимости конеч-
ной массы КА на ГСО от длительности выведения. 
Эти зависимости представлены на рис. 2.

Очевидно, что огибающая представлен-
ных на рис. 2 кривых будет представлять собой 
Парето-фронт задачи максимизации доставляе-
мой на ГСО массы КА и минимизации длитель-
ности перелета. Эта огибающая позволяет опре-
делить оптимальные значения высоты апогея про-
межуточной орбиты и оптимальное число витков, 
которые для каждой длительности перелета обе-
спечивают доставку на ГСО КА максимальной 
массы. Зависимость оптимального времени пере-
лета, конечной массы КА и числа витков от высо-
ты апогея промежуточной орбиты, определяющая 
Парето-фронт, представлена в табл. 2.

Для оценки оптимальных значений высо-
ты апогея, оптимальных значений числа витков 
и значений конечной массы КА в промежутках 
между вычисленными длительностями переле-
та используется интерполяция данных из табл. 2 
B-сплайнами. Выводятся функция Гаусса выс-
шего порядка (8)−(10) для оценки этих величин, 
а  в  табл. 3−5 указаны значения используемых 
в этих формулах значения коэффициентов ai, bi, ci.
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Рис. 2. Зависимость массы КА на ГСО от длительности 
выведения на ГСО с различными высотами апогея

Таблица 2
Зависимость оптимального времени перелета, конечной массы КА  

и числа витков от высоты апогея промежуточной орбиты

Высота апогея, км Время перелета, сутки Конечная масса, кг Число витков
50000 100,3332505 3507,309821 94
60000 95,04643895 3373,430022 77
70000 91,80151375 3270,957328 66
80000 89,80805343 3185,700842 58
90000 88,96042273 3123,891598 53

100000 88,51588761 3062,320214 48
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Таблица 3
Значения коэффициентов для интерполяции оптимального радиуса апогея

коэффициент i = 1 i = 2 i = 3 i = 4 i = 5 i = 6 i = 7
ai 1,52e+05 848,5 −175,7 6,095e+04 2256 176,4 4,43e+04
bi 85,34 89,78 89,66 80,31 106,1 94,95 106,5
ci 2,186 0,8258 0,887 13,07 4,009 4,196 60,08

Таблица 4
Значения коэффициентов для интерполяции оптимального числа витков

коэффициент i = 1 i = 2 i = 3 i = 4 i = 5 i = 6
ai 83,42 94,23 −21,81 25,14 0,01428 7,028
bi 103,1 95,26 95,24 89,33 93,34 88,55
ci 4,645 5,259 3,292 2,869 0,01916 1,318

Таблица 5
Значения коэффициентов для интерполяции конечной массы КА

коэффициент i = 1 i = 2 i = 3 i = 4 i = 5
ai 3579 533,3 165,9 37,32 158,1
bi 105,1 89,62 88,24 88,6 95,27
ci 25,37 4,879 2,539 1,076 4,61

Зависимости оптимальных значений высо-
ты апогея, оптимальных значений числа витков 

и значений конечной массы КА от продолжитель-
ности перелета на интервале от 88,516 суток до 
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Рис. 3. Зависимость оптимальных значении высоты 
апогея от длительности выведения на ГСО

Рис. 4. Зависимость оптимального числа витков от 
длительности выведения на ГСО
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100,333 суток, вычисленные по (8)−(10), представ-
лены на рис. 3−5.

На рис. 6 и 7 представлены виды опти-
мальной ОТ траектории перелета c заданных 

промежуточных орбит (высота перигея − 185 км, 
высота апогея − 50000 км, 60000 км, 70000  км, 
80000  км, 90000 км, 100000 км, наклоне-
ние − 28,5°) на ГСО.
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Рис. 5. Зависимость конечной массы КА на ГСО 
от длительности перелета

 
Рис. 6. Проекции оптимальных траекторий на координатные плоскости: верхний 
ряд – 94 витковые ОТ траектории с начальной высотой апогея 50000 км, средний 
ряд – 77 витковые ОТ траектории с начальной высотой апогея 60000 км, нижний 

ряд – 66 витковые ОТ траектории с начальной высотой апогея 70000 км
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 Рис. 7. Проекции оптимальных траекторий на координатные плоскости:
верхний ряд – 58 витковые ОТ траектории с начальной высотой апогея 80000 км, 
средний ряд – 53 витковые ОТ траектории с начальной высотой апогея 90000 км, 
нижний ряд – 48 витковые ОТ траектории с начальной высотой апогея 100000 км

Заключение

В работе рассмотрена задача оптимизации 
межорбитального перелета КА с ЭРДУ на ГСО. 
Запуск осуществлялся с космодрома на мысе 
Канаверал с помощью ракеты-носителя Falcon 9. 
Рассмотрена комбинированная схема выведения 
с использованием промежуточной эллиптической 
орбиты. Перелет на геостационарную орбиту по-
сле отделения КА от ракеты-носителя осущест-
вляется с использованием электроракетной двига-
тельной установки с 4 однотипными нерегулируе-
мыми двигателями СПД-140.

Рассмотрена задача оптимизации многовит-
кового перелета между орбитами КА с двигателем 

ОМ и ОТ. Результаты решения ОМ задачи исполь-
зуются в качестве начальных приближений для со-
пряженных переменных при решении ОТ задачи. 
Для решения задачи оптимизации используется 
принцип максимума Понтрягина, относящийся 
к непрямым методам. Принцип максимума свел 
задачу оптимального управления к двухточечной 
краевой задаче для системы обыкновенных диф-
ференциальных уравнений. Полученная краевая 
задача решалась методом продолжения по параме-
тру, который сводил краевую задачу к задаче Коши.

Представлены полученные оценки макси-
мальной конечной массы КА при выведении КА 
на ГСО с использованием маршевой ЭРДУ с гео-
переходных орбит, обеспечиваемых РН Falcon 9.
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OPTIMIZATION OF THE LAUNCH PROFILE  
OF GEOSTATIONARY SPACECRAFT WITH ELECTRIC 

PROPULSION SYSTEM USING FALCON-9 LAUNCH VEHICLE

Paing Soe Thu Oo
Moscow Aviation Institute (National Research University),

Moscow, Russian Federation

A combined flight profile is being considered, in which the Falcon 9 launch vehicle launches 
the spacecraft into elliptical intermediate orbit from the Cape Canaveral launch site. In the 
process of analyzing the problem, the value of the height of the perigee and the inclination of 
the intermediate orbit are fixed, and the height of the apogee of the intermediate orbit varies. 
After separation from the last stage of the launch vehicle, the spacecraft carries out transfer to 
geostationary orbit using electric propulsion system. At the stage of insertion spacecraft from 
intermediate orbit to geostationary orbit using electric propulsion system, the problem of mini-
mizing the mass of the propellant, multi-revolutionary transfer is considered. The number of 
revolution and the height of the apogee of the intermediate orbit vary in order to analyze the ef-
fect of these parameters on the duration of the transfer and the delivered mass of the spacecraft 
into geostationary orbit. The main purpose of this paper is to calculate the optimal values of the 
apogee height of the intermediate orbit and the optimal number of revolution that ensure the 
delivery of the maximum mass of the spacecraft to the geostationary orbit in a given time ∆t*. 
To solve the optimization problem, the Pontryagin maximum principle is applied. After apply-
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ing the maximum principle, the optimization problem is reduced to solving the boundary value 
problem, which is solved by the continuation method by parameter. The paper presents the 
results of the optimization problem of multi-revolutionary transfer and analysis of the energy 

characteristics of combined flight profile for insertion of spacecraft into geostationary orbit.

Keywords: limited power, limited thrust, auxiliary longitude, Pontryagin maximum prin-
ciple, continuation method by parameter.
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