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Цель проведенных исследований: определить возможность возникновения панельного 
флаттера в  диапазоне средних сверхзвуковых скоростей в  многослойной композит-
ной пластине с формой прямоугольника или параллелограмма и учетом направления 
действия скоростного потока относительно ее продольных кромок. Проведено иссле-
дование возможности возникновения панельного флаттера в диапазоне средних сверх-
звуковых скоростей (1,4<M<2). Изучено влияние граничных условий и  углов скоса изо-
тропной и ортотропной пластин на критическую скорость флаттера. Записываются 
основные соотношения (физические и геометрические) для многослойной композитной 
пластины с симметричной укладкой слоев по толщине в косоугольной системе коорди-
нат, связанной с  геометрией контура. Поскольку геометрические граничные условия 
на каждой кромке пластины могут быть разными, для аппроксимации формы прогиба 
используются известные «балочные» функции по каждой координате косоугольной си-
стемы координат. Исходная задача обтекания пластины потоком сверхзвукового газа 
считается нестационарной. Но поскольку далее возникает потребность в нескольких 
собственных частотах колебаний, последние находятся из условия минимума полной 
потенциальной энергии системы. Решение нестационарной задачи строится на  осно-
ве нескольких собственных частот колебаний при фиксированных значениях скорости 
потока газа, обтекающего пластину. Однородная система уравнений получена с помо-
щью метода Бубнова-Галеркина при прогибе, представленном в виде ряда, составленно-
го из собственных форм. Последние выбираются из граничных условий. В качестве кри-
тического параметра системы выступает условие равенства нулю действительной 
части комплексно-сопряженных собственных значений. Возникновение флаттера свя-
зывается с изменением знака действительной части собственных значений, которые 
находятся из условия нетривиальности решения однородной системы уравнений. Для 
выбранных геометрических размеров пластин и механических характеристик матери-
ала найдены критические скорости флаттера и частоты колебаний. Проведен анализ 
результатов. Отмечено, что в исходной постановке задачи имеет место возникнове-

ние панельного флаттера в среднем диапазоне сверхзвуковых скоростей.
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баний, комплексно-сопряженные собственные значения, флаттер пластин.
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1. Обзор публикаций 
по аэроупругости  
и панельному флаттеру

Исследование устойчивости плоских упругих 
пластин, обтекаемых сверхзвуковым потоком газа, 
является классическим и хорошо изученным типом 
флаттера [1, 3]. Предложенный А. А. Ильюшиным 
закон плоских сечений в  аэродинамике больших 
сверхзвуковых скоростей [2], называемый «порш-
невой теорией», позволил значительно упростить 
исследования и определять момент возникновения 
панельного флаттера как взаимодействие двух соб-
ственных частот колебаний пластины. Результаты 
исследований показали, что потеря устойчивости 
и  значительное возрастание частоты колебаний 
возможны лишь при достаточно большой плотно-
сти и скорости газа. В работах В. В. Веденеева [4, 
5] изучалась устойчивость пластины в двумерной 
постановке, имеющая форму широкой полосы. 
Было показано, что неустойчивость может быть 
двух видов: связанный и  одномодовый флатте-
ры. В. В. Веденеев утверждает, что одномодовый 
флаттер возникает при низких сверхзвуковых ско-
ростях. В  этом случае потеря устойчивости про-
исходит без взаимодействия между собственными 
модами и может иметь место при сколь угодно ма-
лой плотности потока. Автором получены крите-
рии устойчивости обоих типов флаттера и часто-
ты, при которых происходит наибольшее усиление 
колебаний и  выявлены физические механизмы 
усиления колебаний. Исследования С. Д. Алгазина 
и  И. А.  Кийко [7] были направлены на  изучение 
механизма возникновения флаттера пластин ко-
нечного размера в диапазоне (1<M<2), т.е. начиная 
от низких сверхзвуковых скоростей потоков газа.

Применение современных высокомодульных 
и высокопрочных композитных материалов в кон-
струкции крыльев, стабилизаторов, элеронов са-
молетов потребовало продолжения исследований 
по  их влиянию на  аэроупругость конструкций. 
В статье Elkins Rush, Wang Gang [8] предложена 
спектральная модель конечных элементов (SFEM) 
для проведения аэроупругого и  динамическо-
го анализа композитных крыльев. Управляющие 
уравнения получены на основе динамической мо-
дели балки растяжения-изгиба-кручения, в  кото-
рую включены эффекты коробления. Вместо этого 
используется аэродинамическая модель для про-
гнозирования аэроупругости.

Достижения в области аэроупругости конструк-
ций самолетов демонстрируют растущую тенден-
цию к  использованию интеллектуальных материа-
лов с композитными конструкциями для улучшения 
аэроупругих характеристик. В статье [9] для оцен-
ки влияния интеллектуальных материалов были ис-
пользованы 3D‑композиты со встроенными прово-
локами SMA (для улучшения свойств в плоскости). 

Авторами было оценено влияние таких материалов 
при испытаниях на  флаттер в  аэродинамической 
трубе в  условиях низкой скорости полета. Были 
рассмотрены три трехмерные ортогональные кон-
фигурации интерлока с различным рисунком пере-
плетения нитей с проволокой SMA. В публикации 
[10] исследована нелинейная динамическая аэро-
упругость композитных крыльев в сжимаемых по-
токах. Составное крыло моделировалось как тонко-
стенная балка (TWB) с  асимметричной по  окруж-
ности конфигурацией укладки композитных слоев. 
Нестационарные аэродинамические нагрузки рас-
считывались в соответствии с моделью сжимаемой 
жидкости, описываемой аппроксимацией ориенти-
ровочной функции во временной области. Система 
аэроупругих уравнений дополнялась дифференци-
альными уравнениями, управляющими запаздыва-
ющими состояниями аэродинамики. В статье [9] ис-
следуется оптимизация аэроупругости и прочности 
композитных конструкций. Ввиду низкой эффек-
тивности традиционного процесса оптимизации 
аэроупругости и  прочности предлагается после-
довательный процесс оптимизации аэроупругости 
и прочности, который отделяет аэроупругий анализ 
от  процесса оптимизации, уменьшает количество 
вызовов программы аэроупругого анализа и, таким 
образом, сокращает цикл оптимизации и повышает 
эффективность оптимизации. В  [11] выполнялась 
оптимизация аэроупругости и  прочности компо-
зитных конструкций самолетов. Метод расчета на-
дежности сравнивается с  традиционным методом 
детерминированного проектирования. В  статье 
[12] была представлена серия расчетов численного 
моделирования для оценки влияния несбаланси-
рованного по  толщине пакета композитных слоев 
на  статическую аэроупругость крыльев большого 
удлинения. Sleesongsom  S., Kumar  S., Bureerat  S. 
[13] выполнили частичную оптимизацию тополо-
гии конструкции на основе надежности (RI3PTO). 
Это новый подход к проектированию конструкций 
самолетов, однако предложенный подход услож-
няет вычисления и  делает анализ аэроупругости 
довольно сложным. В  исследовании предложена 
многоцелевая оптимизация частичной топологии 
композитного крыла самолета на  основе надеж-
ности с  использованием метаэвристического под-
хода с использованием нечеткой информации. Как 
известно, в  композитных материалах возникают 
первоначальные дефекты. Инструменты прогрес-
сивного анализа повреждений помогают понять 
механизмы возникновения и  роста повреждений, 
а  также помогают в  разработке, анализе и  мето-
дах поддержания. Подход к глобально-локальному 
моделированию для однострунной панели с  пост-
фиксным изгибом оценен в работе [14]. Усилия ав-
торов были направлены на разработку, оценку и со-
вершенствование методов прогнозирования и выхо-
да из строя композитных панелей со шляповидным 
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усилением после сгибания с  использованием ком-
мерчески доступного программного обеспечения 
Abaqus. В статье J. G. Eisley, G. Luessen [16] опреде-
лялись границы устойчивости для нескольких ва-
риантов нагружения и граничных условий: свобод-
но опертые пластины, нагруженные касательными 
усилиями; свободно опертые пластины при сдвиге 
и двухосном сжатии; свободно опертые пластины 
со  стреловидностью и  панели, нагруженные сжи-
мающими усилиями в двух направлениях по разма-
ху и по хорде. Аэродинамические силы по большей 
части основаны на статическом приближении с до-
бавлением в некоторых случаях аэродинамического 
демпфирования. Было обнаружено, что использова-
ние статических аэродинамических сил может при 
определенных обстоятельствах привести к ложным 
значениям границы флаттера. Добавление аэроди-
намического демпфирования помогает установить 
правильную границу. D. J.  Ketter [17] применил 
принцип минимума потенциальной энергии в соче-
тании с методом Рэлея-Ритца для вывода уравнения 
флаттера для плоских прямоугольных изотропных 
и  ортотропных панелей. Поток газа, обтекавшего 
пластину, был представлен в  виде квазистацио-
нарного сверхзвукового выражения, справедливого 
для диапазона скоростей M > 2 1/2. В уравнение ча-
стот колебаний было включено вязкое структурное 
демпфирование.

2. Методика поиска  
скорости потока газа  
в момент возникновения 
флаттера поверхности пластины

Ориентируясь на проведенный обзор публика-
ций и работы В. В. Веденеева [4, 5], можно предпо-
ложить, что имеющиеся результаты исследований 
практически не  затронули проблему возможного 
неустойчивого состояния собственных колебаний 
пластин из композиционных материалов в диапа-
зоне средних сверхзвуковых скоростей (1,4<M<2). 
Наличие неустойчивости собственных колебаний 
пластин может быть связано с  возникновением 
панельного флаттера. Проведем исследования 
по  влиянию обтекания сверхзвуковым потоком 
поверхности скошенной пластины с различными 
граничными условиями на ее кромках.

Методика поиска неустойчивых состояний 
взята из  работы [4] и  включает следующие эта-
пы: для заданных геометрических размеров 
пластины, характеристик материала и  первых 
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 как на-

чальное приближение; фиксируем скорость потока 
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. Подставив эти величины 
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, находим 
ту, при которой действительная часть собственного 
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3. Основные соотношения

Исследуем влияние граничных условий и угла 
скоса χ на  частоту собственных колебаний ω* 
и  скорость флаттера четырехугольных ортотроп-
ных пластин

 
(рисунок 1). Будут рассмотрены 

следующие граничные условия на  контуре пла-
стины: (1)  – ​все кромки шарнирно оперты (ш-
ш-ш-ш); (2)  – ​кромки слева и  справа шарнирно 
оперты, сверху и снизу – ​свободны от закрепления 
(ш-с-ш-с); (3) – ​поперечные кромки слева и справа 
защемлены, сверху и  снизу  – ​свободны от  закре-
пления (з-с-з-с).

Введем систему координат ξηz, которую свя-
жем с геометрией пластины таким образом, чтобы 
ось 0ξ совпадала с нижней гранью, ось 0η – ​с ле-
вой гранью пластины, а  ось 0z направим в  попе-
речном направлении, чтобы образовалась правая 
тройка векторов. Для прямоугольной пластины 
χ1 = χ2 = θ = 0; b1 = b2 = b; l1 = l2 = a.

Запишем уравнение колебаний четырехуголь-
ной ортотропной пластины
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	 (1)

Рисунок 1. Системы координат и геометрические параметры четырехугольной пластины
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где [A]αβ  – ​обобщенные жесткости в  ортогональ-
ном базисе αβz [15],
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φi – ​угол армирования ортотропного слоя.
Напряженное состояние пластины и ортотроп-

ного слоя
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.

В  уравнении (1) w, ρ, h  – ​прогиб пластины, 
удельный вес материала, толщина пластины.

Считая, что прогиб пластины изменяется 
по гармоническому закону w = W cos ωt, где ω – ​
частота колебаний, уравнение колебаний примет 
вид
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Частоты колебаний скошенной пластины бу-
дем искать методом Рэлея-Ритца. Представим 
прогиб панели в виде ряда
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,	 (2)

где Amn – ​амплитуда прогиба с числами полуволн 
m, n; 
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 – ​собственные формы, определяемые 
граничными условиями задачи. Выразим послед-
ние с  помощью известных «балочных» функций 
А. Н. Крылова для различных случаев крепления 
контура пластины [20]. Полная потенциальная 
энергия в перемещениях
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 (3)

S – ​площадь четырехугольной пластины.
Подставим ряд (2) в энергию (3). Для вычисле-

ния двойного интеграла разобьем пластину на че-
тырехугольные элементы в продольном и попереч-
ном направлениях с  заданным шагом разбиения 
i = {0,…,imax}; j = {0,…,jmax} (imax, jmax  – параметры 
сетки разбиения). При вычислениях интегралов 
используем кубатурную формулу Симпсона [20]. 
Минимизируя получающееся после интегрирова-
ния выражение по Amn, получим однородную си-
стему линейных алгебраических уравнений отно-
сительно неизвестных амплитуд Amn
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где [Ω], [ϒω] – ​квадратные матрицы коэффициен-
тов;
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.

Однородная система уравнений (4) имеет не-
тривиальное решение, если определитель систе-
мы равен нулю
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.	 (5)

Определив численно элементы квадратных ма-
триц, воспользуемся процедурой QL / QR [21, 22] 
и найдем вектор собственных частот колебаний ω 
четырехугольной ортотропной пластины в зависи-
мости от граничных условий и контурных усилий. 
Минимальная частота колебаний в  отсутствие 
контурных усилий равна
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Для прямоугольной изотропной пластины 
с выбранными граничными условиями и исходны-
ми данными (размеры сторон, модуль упругости, 
коэффициент Пуассона, удельный вес) определим 
первые 12 частот колебаний (таблица 1):

E = 2*1011 H / м2; μ = 0,3; ρm = 8500 кг / м3;  
a = 3 м; b = 1 м; h = 0,01 м.

Для выполнения условия, чтобы при вычисле-
ниях собственных частот, собственных значений 
однородной системы уравнений из  нестационар-

ной задачи обтекания потоком газа отсутствовали 
повторяющиеся величины, выбираем в  ряде (2) 
слагаемые с парами чисел полуволн (m, n): (1,1); 
(2,2); (3,3); (4,3); (5,2); (6,3); (7,3); (4,1); (4,2); (4,3); 
(5,1); (5,2).

Результаты вычислений ω будут использованы 
при определении скорости флаттера.

4. Влияние граничных 
условий на скорость флаттера 
изотропной пластины

При определении скорости флаттера будем 
опираться на  некоторые известные результаты, 
опубликованные в монографиях [1, 3], а именно: 
(а) с увеличением скорости потока V происходит 
сближение соседних частот вплоть до слияния, что 
характеризует начало перехода в область флаттера, 
и (б) по возможности избегать появления кратных 
корней однородной системы уравнений. В послед-
нем случае необходимо определитель системы 
разделить на определитель Вандермонда [3].

Учитывая указанную информацию, будем вы-
бирать элементы ряда (2) таким образом, чтобы 
числа полуволн m, n не давали при решении крат-
ные корни. Слияние соседних частот указывает 
на  появление в  собственных значениях однород-
ной системы уравнений комплексно-сопряженных 
собственных значений. И  критерием перехода 
в  область флаттера будет изменение знака дей-
ствительной части комплексно-сопряженных 
собственных значений. Критическую скорость 
флаттера V* при наличии нескольких комплексно-
сопряженных собственных значений будем опре-
делять по  минимальному значению действитель-
ной части комплексно-сопряженных значений.

Проведем исследование влияния граничных 
условий на  скорость обтекающего потока, при 
котором появляется вероятность возникновения 
флаттера. На рисунке 2 показаны направление по-
лета летательного аппарата и  направление дей-
ствия набегающего потока на пластину.

Уравнение колебаний прямоугольной изотроп-
ной пластины в потоке газа
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	 (6)

Здесь 
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, μ  – приведен-

ный модуль упругости и  коэффициент Пуассона 
материала; p1  – ​аэродинамическое давление 
на  внешнюю сторону пластины; p2  – ​удельная 
инерционная нагрузка [3].
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Таблица 1
Частоты собственных колебаний пластины

номер ω Гц
Ш-Ш-Ш-Ш

ω Гц
Ш-С-Ш-С

ω Гц
З-С-З-С

1 16,124 6,782 8,127
2 21,007 14,408 17,167
3 29,106 24,095 28,311
4 64,494 43,157 45,235
5 136,938 99,883 101,621
6 145,112 110,995 113,775
7 376,929 311,705 313,973
8 40,411 36,337 42,156
9 84,029 68,638 73,285

10 156,534 125,769 129,717
11 54,924 51,427 58,910
12 98,623 85,658 91,777
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.

При скорости потока M > 1,4 аэродинамиче-
ское давление в  соответствии с  «поршневой тео-

рией» [2] примем равным 
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, 

где χ – ​показатель политропы газа; p0 – ​давление 
в невозмущенном потоке; a0 – ​скорость звука; V – ​
скорость потока, обтекающего пластину.

4.1. Прямоугольная изотропная пластина ­
под действием набегающего ­
скоростного потока
Введем безразмерные величины
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 ρ0 / ρm = 1.2 * 10–4,  
L = 300, B = 100, 1.5 ≤ M ≤ 3.5.

Для поиска собственных значений исходной не-
стационарной задачи обтекания пластины потоком 
газа воспользуемся процедурой Бубнова-Галеркина. 
В уравнение (6) подставим ряд (3). Домножив каждое 
слагаемое ряда (3) на функцию-ошибку и численно 
интегрируя получающееся выражение по площади 
пластины, получим однородную систему уравнений 
относительно вектора собственных значений 
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. (7)

Здесь введены обозначения:
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;

;

;

	

[E]  – ​единичная матрица; m,i ∈ [1…mmax], 
m, j ∈[1…nmax]  – ​параметры сетки разбиения при 
интегрировании.

В однородной системе уравнений (7) в случае 
изотропного материала матрицы 
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, [C] – ​диаго-
нальные; матрица 
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 – ​внедиагональная.
Представим матрицу [Ψ] как сумму матриц 

из системы уравнений (7)

0
,h

a   

,lL h  

;bB h  

0 300 .a м с  

4
0

23.9,
1.2*10 , 300, 100,1.5 3.5m

D
L B M



    



 
 

    

   

 

4 2
1 10

2 2

20
2

1
0

21

m

m

D MC C F
LB M

M L E
M

  
                     

   



  


 

 , , ,2
T

mn xxxx mn xxyy mn yyyy ij
S

W W W W d d        

  mn ij
S

C W W d d     

  ,mn x ij
S

F W W dxdy   

max max, [1.. ], , [1.. ]m i m n j n   

  
  

F  
  

     

 

4 2
1 10

2 2

20
2

1

.21

m

m

D MC C F
LB M

M L E
M

           
 

 
 

   



 



 

   Re Imi               

0h a   

 0Re     

 0Im     

1p p p       

 Re     

 Re
p    

 Im
p    

 1Re
p    

 1Im
p    

 Re     

   1Re * Re 0
i i

         

2,61935E 07 0,00338084       

5,0567E 07 0,009907903       

Система уравнений (7) имеет нетривиальное 
решение, если определитель системы равен нулю, 
т.е. det[Ψ] = 0. Комплексные собственные значе-
ния 

0
,h

a   

,lL h  

;bB h  

0 300 .a м с  

4
0

23.9,
1.2*10 , 300, 100,1.5 3.5m

D
L B M



    



 
 

    

   

 

4 2
1 10

2 2

20
2

1
0

21

m

m

D MC C F
LB M

M L E
M

  
                     

   



  


 

 , , ,2
T

mn xxxx mn xxyy mn yyyy ij
S

W W W W d d        

  mn ij
S

C W W d d     

  ,mn x ij
S

F W W dxdy   

max max, [1.. ], , [1.. ]m i m n j n   

  
  

F  
  

     

 

4 2
1 10

2 2

20
2

1

.21

m

m

D MC C F
LB M

M L E
M

           
 

 
 

   



 



 

   Re Imi               

0h a   

 0Re     

 0Im     

1p p p       

 Re     

 Re
p    

 Im
p    

 1Re
p    

 1Im
p    

 Re     

   1Re * Re 0
i i

         

2,61935E 07 0,00338084       

5,0567E 07 0,009907903       

 матрицы [Ψ] най-
дем с  помощью программного модуля, реализо-
ванного на основе алгоритма QL / QR.

В  соответствии с  изложенной методикой для 
прямоугольной изотропной пластины находим на-
чальное приближение частот колебаний 
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(таблица 2).

После подстановки безразмерных частот в од-
нородную систему уравнений (7) находим вектор 

Рисунок 2. Направление полета (НП) и направление действия набегающего потока
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2 7,00242E‑05 4,80278E‑05 5,72246E‑05
3 9,70212E‑05 8,03175E‑05 9,43711E‑05
4 0,000214981 0,000143857 0,000150784
5 0,00045646 0,000332946 0,000338738
6 0,000483706 0,000369984 0,000379252
7 0,001256428 0,001039018 0,001046576
8 0,000134704 0,000121125 0,00014052
9 0,000280097 0,000228794 0,000244284

10 0,000521779 0,000419233 0,000432391
11 0,00018308 0,000171424 0,000196368
12 0,000328746 0,00028553 0,000305924
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собственных значений системы уравнений  – ​на-
чальное приближение (таблица 3).

Меняя исходные частоты 
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 меняет знак на  противополож-
ный. Результаты вычислений до  и  после смены 
знака приведены в таблицах 4 и 5.
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 выполнено. 
И  колебания пластин приобретают неустойчи-
вый характер, следовательно, возможно насту-

пление флаттера. Критическая скорость флаттера 
соответствует комплексно-сопряженным кор-
ням: для схемы опирания кромок Ш-Ш-Ш-Ш 
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; для схемы 
Ш-С-Ш-С 
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. 
Для рассмотренных граничных условий минималь-
ная скорость флаттера лежит в  низкочастотной 
части спектра при смешанном опирании кромок 
Ш-С-Ш-С и  З-С-З-С. В  случае Ш-Ш-Ш-Ш про-
исходит смещение частот колебаний в область вы-
соких частот.

В отличие от прямоугольной пластины со сво-
бодно опертыми кромками (Ш-Ш-Ш-Ш), когда 
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, [C] являются диагональными, для 

Таблица 3
Векторы собственных значений системы уравнений (9). Начальное приближение
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3 0,00037015 -0,006531 1,0988E‑05 -0,0114253 2,0284E‑05 -0,014089
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11 0,00013933 -0,009907 0,00015619 0 0,00018026 0
12 7,0373E‑05 0 2,0344E‑05 0 2,7380E‑05 0

Таблица 4
Векторы собственных значений системы уравнений (9) при шаге (p)
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Исследование возникновения флаттера в изотропных и ортотропных пластинах…

пластин с  другими граничными условиями ука-
занные матрицы уже не являются диагональными, 
и элементы матриц оказывают влияние как на дей-
ствительную, так и на мнимую части комплексных 
частот. Это замечание касается и матрицы 
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, ко-
торая влияет как на мнимую 
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, так и на дей-
ствительную часть комплексно-сопряженных ча-
стот.

4.2. Влияние угла скоса изотропной пластины ­
на скорость флаттера
Рассмотрим пластину в форме параллелограм-

ма, которую обтекает скоростной поток. На рисун-
ке 3 показана схема направления действия потока 
на скошенную пластину с формой контура в виде 
параллелограмма. На  пластину с  углом скоса χ 
действует поток газа, направленный под углом ζ 
к  оси 0x прямоугольной системы координат xyz. 
Для пластины в  форме параллелограмма параме-
тры углов скоса равны θ = 0, χsr = χ. При расчетах 
скошенных пластин будем считать, что изгибные 
жесткости соответствуют ортотропному материа-
лу. Влияние жесткостей 
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 не учиты-
вается.

Скоростной поток в  осях ξ0η, связанных 
с  геометрией пластины, будет состоять из  двух 
компонентов V = {Vξ sec(χ  – ζ);  – ​ Vη tan(χ  – ζ)}. 
Уравнение колебаний скошенной пластины в по-
токе газа примет вид
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Воспользовавшись процедурой Бубнова-
Галеркина, найдем однородную систему уравне-
ний нестационарной задачи обтекания скошенной 
ортотропной пластины потоком газа. Искомая од-
нородная система уравнений в безразмерной фор-
ме примет вид

Таблица 5
Вектор собственных значений системы уравнений (9) при шаге (p + 1) 
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Рисунок 3. Геометрия скошенной пластины, направление полета (НП)  
и направление действия скоростного потока
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Однородная система уравнений имеет нетри-
виальное решение, если определитель системы 
равен нулю 
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.
 
Исследуем влияние угла 

скоса и граничных условий на скорость флаттера 
для изотропной пластины при обтекании потоком 
газа с направлением действия ξ = 00 со следующи-
ми данными:

E = 2*1011 H / м2; μ = 0,3; ρm = 8500 кг / м3;  
a = 3 м; b = 1 м; h = 0,01 м.

χ = 150, θ = 00.

Определим частоты колебаний пластины с  гра-
ничными условиями (Ш-Ш-Ш-Ш), (Ш-С-Ш-С), 
(З-С-З-С). Далее был выполнен поиск собственных 
значений нестационарной задачи обтекания изо-
тропной скошенной пластины потоком газа с  век-
тором скорости, состоящим из  двух компонентов 
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. Однородная система 
уравнений, из которой определялись векторы соб-
ственных комплексно-сопряженных корней:
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Анализ результатов вычислений крити-
ческой скорости флаттера скошенной пла-
стины показывает, что в  рассмотренных слу-
чаях опирания кромок пластины имеет-

ся несколько пар комплексно-сопряженных 
собственных значений. Минимальные значения 
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для схемы Ш-С-Ш-С. В  отличие от  двух пре-
дыдущих вариантов в  случае пластины с  за-
щемленными поперечными и  свободными про-
дольными кромками изменение знака действи-
тельной части произошло с  отрицательного 
значения 
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 на по-
ложительное 
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. Критические скорости флаттера бу-
дем определять этими комплексно-сопряженными 
собственными значениями.

Рассмотрим вариант пластины с углами скоса 
χ = 300 θ = 00 и характеристиками:

E = 2*1011 H / м2; μ = 0,3; ρm = 8500 кг / м3; 
a = 3 м; b = 1 м; h = 0,01 м.

Определим частоты колебаний пластины, да-
лее из однородной системы уравнений начальное 
приближение и момент смены знака действитель-
ной части комплексно-сопряженных собствен-
ных значений. Из  анализа результатов следует, 
что в  случае схемы опирания Ш-Ш-Ш-Ш име-
ется только одна пара комплексно-сопряженных 
корней с  положительной действительной частью 
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рания З-С-З-С имеются две пары самосопряжен-
ных комплексных корней. Из них выбираем пару 
с минимальным значением действительной части 
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5. Влияние направления  
потока газа на возникновение 
флаттера поверхности  
изотропной пластины

Исследуем влияние угла наклона набегающе-
го потока на  возникновение флаттера поверхно-
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сти пластины. Рассмотрим варианты направле-
ния вектора скорости потока относительно оси 
0x: ζ = {–100, –200, –300}. Расчеты выполнялись 
для пластины с  граничными условиями (З-С-
З-С) и  углами скоса χ = 150, ζ = 00. На  пласти-
ну действовал скоростной поток под углами 
(χ – ζ) = {250, 350, 450}. Анализ результатов пока-
зывает, что на смену знака минимальной действи-
тельной части комплексно-сопряженных соб-
ственных значений влияет направление действия 
скоростного набегающего потока. Чем больше 
угол между вектором скорости и  поперечной 
кромкой пластины, тем выше частота колебаний, 
при которой возможно наступление флаттера. 
Для рассмотренного случая имеет место следу-
ющая зависимость: при (χ – ζ) = 250 частота соб-
ственных колебаний равна ω = 74,161 Гц; при ω 
= 74,161350  – ​частота равна ω = 112,20 Гц; при 
(χ – ζ) = 450 – ​ω = 135,07 Гц.

5.1. Прямоугольная ортотропная пластина ­
в сверхзвуковом потоке газа
Рассмотрим слоистую прямоугольную пласти-

ну из  стеклопластика со  следующими характери-
стиками материала:

E1 = 50 ГПа; E2 = 7,45 ГПа; G12 = 2,8 ГПа; 

μ21 = 0,25; δi = 0,125 мм.

Удельная масса материала ρm = 1526 кГ / м3. 
Пакет образован 4 слоями с углами армирования 
φi = +450 / –450 / / –450 / +450, толщина пластины 
h = 0,001 м.

Изгибные жесткости пластины 

0,000951297 0,005631806     

0,000280572 0,000917861     

   
1,9880 1,1213 0
1,1213 1,9880 0

0 0 1,2427
D Нм

 
   
  

 . 

  13 2
11 22 0 13,387;mD D D h a


      

4
0 8,471*10 ;m

   
300; 100.L B   

0h a   

0h a   

1p p p       

 Re     

8,26588E 05 0,00308862       

6,33569E 05 0,001211908       

 7,82389E 05 0,00047338       

   
2,2059 1,0088 0
1,0088 1,8308 0

0 0 1,1345
D Нм

 
   
  

  

  13 2
11 22 0 13,533;mD D D h a


      

4
0 8,471*10 ;m

   
300; 100L B   

V V


  

 11 , 12 33 , 22 ,

, , ,

0
, , ,

0

2 2

2

0t tt

D w D D w D w

N w N w N w
p w V w hw
a

   

   

     

   
  

     

 




 

   

 

4 2
1 10

2 2

20
2

1
0

21

m

m

D MC C F
LB M

M L E
M

  
                     

  


 





 


 

    

7,57565E 05 0,003197731        

5,74873E 05 0,00125494       

7,8239E 05 0,000473       

   sec ; tanV V V   


    

 

   

11 , 12 33 , 22 ,

0
, , ,

0

, , , ,

2 2

2

sec tan 0t tt

D w D D w D w

pN w N w N w
a

w V w V w hw

   

   

       

   
  

     

   



    

 

.

Введем безразмерные величины для ортотроп-
ной пластины
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ρ0 / ρm = 8.471 * 10–4, L = 300, B = 100

Диапазон скоростей набегающего потока 
1.4 ≤ M ≤ 3.5.

Определим частоты собственных колеба-
ний пластины в  зависимости от  кинематиче-
ских граничных условий на  контуре. В  соот-
ветствии с  изложенной методикой находим 
начальное приближение частот колебаний 
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. После подстановки безразмерных 
частот 
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 изменяет знак на  противо-
положный. Сравнивая минимальные по  моду-
лю действительные компоненты комплексно-
сопряженных значений из  системы уравнений 
(7), находим момент возникновения флаттера 
прямоугольной ортотропной пластины в  зави-
симости от граничных условий:
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5.2. Косоугольная ортотропная пластина ­
в сверхзвуковом потоке газа
Рассмотрим скошенную пластину из  стекло-

пластика, которую обтекает поток газа. Пакет, как 
и ранее, образован 4 слоями с углами армирования 
φi = +450 / –450 / / –450 / +450, толщина пластины 
h = 0,001 м. Углы скоса пластины χ1 = 150, θ = 00. 
Определим изгибные жесткости пластины в коор-
динатах ξηz (рисунок 1):
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.

Введем безразмерные величины для ортотроп-
ной пластины
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ρ0 / ρm = 8,471 * 10–4, L = 300, B = 100.

Рассмотрим случай, когда скоростной поток 
обтекает внешнюю поверхность скошенной 
пластины под углом ζ = +150. Тогда в осях ξ0η, 
связанных с  геометрией пластины, вектор ско-
рости потока будет направлен вдоль пластины 
с углами скоса кромок χ1 = χ2 = 150 и будет со-
стоять из одной компоненты 
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. Уравнение 
колебаний такой пластины в  потоке газа при-
мет вид
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Найдем первые 12 частот колебаний и опре-
делим безразмерные частоты колебаний пла-
стины как первое приближение. Однородная 
система уравнений исходной нестационарной 
задачи обтекания пластины потоком газа при-
мет вид
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системы уравнений как функции частот с  задан-
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Анализ результатов показал, что при обтекании 
косоугольной ортотропной пластины потоком 
газа, вектор скорости которого направлен вдоль 
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. Частота колебаний пластины, при ко-
торой возникает флаттер, смещается в область вы-
соких значений.

Рассмотрим случай, когда скоростной по-
ток обтекает внешнюю поверхность скошенной 
пластины под углом ζ = 00,  т.е. перпендикуляр-
но к  поперечной кромке. Тогда в  осях ξ0η, свя-
занных с  геометрией пластины, вектор скоро-
сти потока будет состоять из  двух компонентов 
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. Уравнение колеба-
ний скошенной пластины в потоке газа примет вид
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Однородная система уравнений будет иметь 
нетривиальное решение, если определитель си-
стемы будет равен нулю. Определим векторы 
собственных значений 
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 однородной систе-
мы уравнений в  момент, при котором мини-
мальное действительное значение комплексно-
сопряженных значений меняет знак на  противо-

положный. Вычисления показали, что для схем 
Ш-Ш-Ш-Ш и  Ш-С-Ш-С в  выбранных диапазо-
нах скоростей набегающего потока отсутству-
ет момент смены знака действительной части 
комплексно-сопряженных значений, т.е. в  пла-
стине не  возникает «зафлаттерного» неустой-
чивого состояния. В  случае, когда продольные 
кромки пластины защемлены, а боковые свобод-
ны от  закрепления, возникает неустойчивое со-
стояние. Критическая скорость флаттера соответ-
ствует комплексно-сопряженному собственному 
значению 

0,000951297 0,005631806     

0,000280572 0,000917861     

   
1,9880 1,1213 0
1,1213 1,9880 0

0 0 1,2427
D Нм

 
   
  

 . 

  13 2
11 22 0 13,387;mD D D h a


      

4
0 8,471*10 ;m

   
300; 100.L B   

0h a   

0h a   

1p p p       

 Re     

8,26588E 05 0,00308862       

6,33569E 05 0,001211908       

 7,82389E 05 0,00047338       

   
2,2059 1,0088 0
1,0088 1,8308 0

0 0 1,1345
D Нм

 
   
  

  

  13 2
11 22 0 13,533;mD D D h a


      

4
0 8,471*10 ;m

   
300; 100L B   

V V


  

 11 , 12 33 , 22 ,

, , ,

0
, , ,

0

2 2

2

0t tt

D w D D w D w

N w N w N w
p w V w hw
a

   

   

     

   
  

     

 




 

   

 

4 2
1 10

2 2

20
2

1
0

21

m

m

D MC C F
LB M

M L E
M

  
                     

  


 





 


 

    

7,57565E 05 0,003197731        

5,74873E 05 0,00125494       

7,8239E 05 0,000473       

   sec ; tanV V V   


    

 

   

11 , 12 33 , 22 ,

0
, , ,

0

, , , ,

2 2

2

sec tan 0t tt

D w D D w D w

pN w N w N w
a

w V w V w hw

   

   

       

   
  

     

   



    

 

 = –7,823889E – 05 ± 0,00047338.

Выводы

Проведено исследование, показавшее воз-
никновение неустойчивости в  диапазоне сред-
них сверхзвуковых скоростей обтекания пластин 
конечного размера с  формами прямоугольника 
и параллелограмма. Было показано, что неустой-
чивость является связанной. Изучено влияние 
геометрии пластины с  разными углами скоса 
продольных кромок, кинематических гранич-
ных условий, направления действия набегающе-
го потока по отношению к поперечным кромкам 
на  критические скорости флаттера изотропной 
и  ортотропной пластин. Система уравнений на-
ходится с  помощью метода Бубнова-Галеркина 
для нестационарной задачи обтекания пластины 
сверхзвуковым потоком газа. В качестве аппрок-
симирующих функций выбираются балочные 
функции Крылова, позволяющие точно удов-
летворить кинематические граничные условия. 
В  качестве критерия возникновения флаттера 
принято исследование знака действительной ча-
сти комплексно-сопряженных собственных зна-
чений, определяемых из условия нетривиального 
решения однородной системы уравнений. При 
положительных действительной и  мнимой ча-
стей комплексно-сопряженных собственных зна-
чений состояние пластины становится неустой-
чивым с  последующим нарастанием незатухаю-
щих колебаний. Определены частоты колебаний 
в  среднем диапазоне сверхзвуковых скоростей, 
при которых наступают незатухающие колебания 
с «зафлаттерной» бегущей волной.
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INVESTIGATION OF THE OCCURRENCE OF FLUTTER  
IN ISOTROPIC AND ORTHOTROPIC PLATES  
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The purpose of the research: to determine the possibility of a panel flutter in the range of 
average supersonic speeds in a multilayer composite plate with the shape of a rectangle or 
parallelogram and taking into account the direction of action of the velocity flow relative to its 
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longitudinal edges. The possibility of panel flutter occurrence in the range of average supersonic 
speeds (1.4<M<2) has been investigated. The influence of boundary conditions and bevel angles 
of isotropic and orthotropic plates on the critical flutter velocity is studied. The basic relations 
(physical and geometric) for a multilayer composite plate with symmetrical laying of layers in 
thickness in an oblique coordinate system associated with the contour geometry are recorded. 
Since the geometric boundary conditions on each edge of the plate may be different, well-known 

“beam” functions are used to approximate the shape of the deflection for each the coordinate of 
the oblique coordinate system. The initial problem of the supersonic gas flow around the plate is 
considered to be non-stationary. But since further there is a need for several natural oscillation 
frequencies, the latter are found from the condition of the minimum of the total potential energy 
of the system. The solution of the non-stationary problem is based on several natural oscillation 
frequencies at fixed values of the gas flow velocity flowing around the plate. A homogeneous 
system of equations is obtained using the Bubnov-Galerkin method for deflection, represented 
as a series composed of proper shapes. The latter are selected from the boundary conditions. 
The critical parameter of the system is the condition that the real part of the complex conjugate 
eigenvalues is equal to zero. The occurrence of flutter is associated with a change in the sign of 
the real part of the eigenvalues, which are found from the condition of non-triviality of solving 
a homogeneous system of equations. Critical flutter velocities and oscillation frequencies are 
found for the selected geometric dimensions of the plates and the mechanical characteristics of 
the material. The analysis of the results was carried out. It is noted that in the initial formulation 

of the problem, a panel flutter occurs in the middle range of supersonic speeds.

Keywords: skew plates, boundary conditions, natural oscillation frequencies, complex conjugate 
eigenvalues, plate flutter.
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